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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îäíîé èç âàæíåéøèõ ìåòîäîëîãèé èññëåäîâà-
íèÿ îáúåêòîâ è ñèñòåì ðàçëè÷íîé ïðèðîäû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è àíàëèç
ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ïðè ýòîì
îðãàíèçàöèÿ ýêñïåðèìåíòà èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷-
íîñòè ðåçóëüòàòîâ ïðè îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñàõ. Îïòèìàëüíàÿ îðãàíèçàöèÿ
ýêñïåðèìåíòà èçó÷àåòñÿ òåîðèåé ïëàíèðîâàíèÿ ðåãðåññèîííûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ, êîòîðàÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ ñ ñåðåäèíû 60-õ ãîäîâ 20-ãî âåêà.

Ýòà òåîðèÿ áûëà èíèöèèðîâàíà ðàáîòàìè Äæ. Ýëâèíãà, Ã.×åðíîâà, Äæ.
Êèôåðà è Äæ. Âîëüôîâèöà, à â åå ðàçâèòèå çíà÷èòåëüíûé âêëàä âíåñëè
ðîññèéñêèå ó÷åíûå Â.Â.Íàëèìîâ, Ã.Ê.Êðóã, Â.Â.Ôåäîðîâ, Ñ.Ì. Åðìàêîâ,
Ì.Á.Ìàëþòîâ, Â.Ï.Êîçëîâ, Å.Â.Ñåäóíîâ è ìíîãèå äðóãèå. Â ðàìêàõ ýòîé
òåîðèè âåñüìà ïîëíî èçó÷åíû ëèíåéíûå ïî ïàðàìåòðàì ðåãðåññèîííûå ìî-
äåëè. Îäíàêî âî ìíîãèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ ñóùåñòâåííóþ
ðîëü èãðàþò íåëèíåéíûå ïî ïàðàìåòðàì ìîäåëè. Òðóäíîñòü èññëåäîâàíèÿ
ýòèõ ìîäåëåé çàêëþ÷àåòñÿ â çàâèñèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêîé êîâàðèàöèîí-
íîé ìàòðèöû îöåíîê îò èñòèííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ
ýòîé òðóäíîñòè èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå â ñòàòèñòèêå ïîäõîäû: ëîêàëüíî
îïòèìàëüíûé, ìèíèìàêñíûé è áàéåñîâñêèé. Âîçíèêàþùèå â ýòèõ ïîäõî-
äàõ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ñëîæíûìè
ýêñòðåìàëüíûìè çàäà÷àìè. Äî íåäàâíåãî âðåìåíè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
òàêèõ çàäà÷ îêàçûâàëîñü âîçìîæíûì ëèøü äëÿ ïðîñòåéøèõ ìîäåëåé ñ îä-
íèì èëè äâóìÿ ïàðàìåòðàìè.

Â ðàáîòàõ Â.Á.Ìåëàñà [2], [4] áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä, êîòîðûé îòêðû-
âàåò ïåðñïåêòèâû çíà÷èòåëüíî áîëåå ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ òàêèõ çàäà÷.
Ýòîò ïîäõîä íàçâàí ôóíêöèîíàëüíûì ïîäõîäîì. Åãî îñíîâíàÿ èäåÿ ñî-
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ñòîèò â èññëåäîâàíèè îïîðíûõ òî÷åê îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ êàê íåÿâíî
çàäàííûõ ôóíêöèé âñïîìîãàòåëüíûõ âåëè÷èí. Â ðàáîòàõ Â.Á.Ìåëàñà è
À.Í.Ïåïåëûøåâà (ñì. ìîíîãðàôèþ [5]) ôóíêöèîíàëüíûé ïîäõîä áûë ðàç-
âèò äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ è ìàêñèìèííî ýôôåêòèâíûõ
ïëàíîâ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõî-
äà äëÿ áàéåñîâñêèõ ïëàíîâ è ñðàâíèòåëüíîìó èññëåäîâàíèþ âñåõ îñíîâíûõ
òèïîâ ïëàíîâ (ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ, ìàêñèìèííî ýôôåêòèâíûõ, áàéåñîâ-
ñêèõ è ïëàíîâ â ðàâíîîòñòîÿùèõ òî÷êàõ).

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîëîãèè ïîñòðî-
åíèÿ è èññëåäîâàíèÿ áàéåñîâñêèõ îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ äëÿ ðÿäà íåëèíåé-
íûõ ïî ïàðàìåòðàì ìîäåëåé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîãî è ýêñïîíåíöèàëüíîãî
âèäà, à òàêæå ñðàâíåíèå ýòèõ ïëàíîâ ñ àëüòåðíàòèâíûìè ïëàíàìè.

Îáùàÿ ìåòîäèêà ðàáîòû. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ôóíêöè-
îíàëüíîãî àíàëèçà (òåîðåìà î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè), ëèíåéíîé àëãåáðû,
òåîðèè ïëàíèðîâàíèÿ ðåãðåññèîííûõ ýêñïåðèìåíòîâ (òåîðåìû ýêâèâàëåíò-
íîñòè, ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçëîæåíèé òî÷åê è âåñîâ
ïëàíà), èñïîëüçóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ïàêåòû ñèìâîëüíîé îáðàáîòêè äàí-
íûõ (Maple, Matlab) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ è äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ ðàçëîæåíèé íåÿâíî çàäàííûõ ôóíêöèé â ðÿäû Òåéëîðà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå ðàçðàáîòàíà ìåòîäîëî-
ãèÿ ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ áàéåñîâñêèõ ïëàíîâ ýêñïåðèìåíòà íà îñíî-
âå ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà. Äëÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ êðèòåðèåâ
îïòèìàëüíîñòè âïåðâûå äàíî ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïðèìå-
íèìîñòè ïîäõîäà äëÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ñ íåñêîëüêèìè íåèçâåñòíûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Âïåðâûå äëÿ ðÿäà íåëèíåéíûõ ìîäåëåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòå-
ðåñ â ìèêðîáèîëîãèè è õèìèè, ïðîâåäåíî ïàðàëëåëüíîå èññëåäîâàíèå âñåõ
îñíîâíûõ òèïîâ îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî áàéåñîâñêèå ïëàíû

4



ÿâëÿþòñÿ ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíûìè ê èçìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ è ïîçâîëÿþò
çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé, íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòè-
æåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëàíàìè â ðàâíîîòñòîÿùèõ òî÷-
êàõ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü
ïðåäëîæåííîé â äèññåðòàöèè ìåòîäîëîãèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà
ïðåäîñòàâëÿåò íîâûé àïïàðàò ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ
ïëàíîâ ýêñïåðèìåíòà äëÿ íåëèíåéíûõ ïî ïàðàìåòðàì ðåãðåññèîííûõ ìî-
äåëåé. Êðîìå òîãî, ìîäåëè, èçó÷åííûå â äèññåðòàöèè, ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ
ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìèêðîáèîëîãèè è àíàëèòè÷åñêîé õèìèè. Ïî-
ýòîìó ïëàíû, ïîñòðîåííûå â äèññåðòàöèè, èìåþò ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-
ëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðå êàôåäðû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ, à òàêæå íà ÕÕ-îé Ìåæ-
äóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå (ÌÌÒÒ-20)
(ßðîñëàâëü, 28 ìàÿ - 1 èþíÿ 2007 ã.) è íà XVI Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-
öèè ïî ìåæäèñöèïëèíàðíûì ìàòåìàòè÷åñêèì è ñòàòèñòè÷åñêèì ìåòîäàì
(Ìåìôèñ, ÑØÀ, 16 - 18 ìàÿ 2008 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî òðè ðàáîòû, ïåðå÷èñ-
ëåííûå â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ñòàòüÿ [7] îïóáëèêîâàíà â æóðíàëå, âõîäÿ-
ùåì â ïåðå÷åíü ÂÀÊ ïî ñïåöèàëüíîñòè 05.13.18. Â ñòàòüå [8] àâòîðó äèññåð-
òàöèè ïðèíàäëåæàò ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, à â ñòàòüå [9] � âñå ðåçóëüòàòû,
çà èñêëþ÷åíèåì òåîðåìû î òîì, ÷òî îïîðíûå òî÷êè E-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ
ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
÷åòûðåõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 37 íàèìåíîâàíèé.
Îáùèé îáúåì ðàáîòû 109 ñòðàíèö.
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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ îïòèìàëüíûõ ïëà-

íîâ ýêñïåðèìåíòà äëÿ íåëèíåéíûõ ïî ïàðàìåòðàì ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé.
Ïëàíîì ýêñïåðèìåíòà íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ξ, êî-

òîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàáëèöåé

ξ =

(
t1 . . . tn

ω1 . . . ωn

)
, ti ∈ χ, i = 1, 2, . . . , n.

Íîñèòåëü ïëàíà ñîñòîèò èç òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó ïëàíè-
ðîâàíèÿ χ, à âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ωi óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ωi ≥
0,

∑n
i=1 ωi = 1.

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ýêñòðå-
ìóìà (ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà) âåëè÷èíû

Φ(M(ξ)), (1)

ãäå Φ � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ (êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè), M(ξ) �
èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà ïëàíà ξ. Äëÿ íåëèíåéíîé ïî ïàðàìåòðàì ôóíê-
öèè ðåãðåññèè η(x, θ), èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

M(ξ, θ∗) =

(
n∑

s=1

fi(xs, θ
∗)fj(xs, θ

∗)ωs

)m

i,j=1

,

ãäå
fi(x, θ) =

∂

∂θi
η(x, θ), i = 1, . . . , m, θ = (θ1, . . . , θm)T ,

θ∗� èñòèííîå çíà÷åíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ (ñì. [1]).
Â îáùåì ñëó÷àå ξ∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1) � çàâèñèò îò θ∗, êîòîðîå àïðèîð-

íî íå èçâåñòíî. ×òîáû ïðåîäîëåòü ýòî ïðîòèâîðå÷èå, ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî
ïîäõîäîâ: ëîêàëüíî îïòèìàëüíûé, áàéåñîâñêèé è ìàêñèìèííûé.

Ïëàí íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî îïòèìàëüíûì îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ïàðà-
ìåòðîâ θ′, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Φ(M(ξ, θ′)) → sup

ξ
(ñì. [3]).
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Îäíàêî ÷àñòî ëîêàëüíî îïòèìàëüíûé ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ íåóäîâëåòâî-
ðèòåëüíûì, òàê êàê îïòèìàëüíûé ïëàí äëÿ θ

′ ìîæåò áûòü íåóäà÷íûì äëÿ
θ∗. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè êà÷åñòâà ïëàíà ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîñòè

eff(ξ, θ) =

(
Φ(M(ξ, θ))

Φ(M(ξ∗(θ), θ))

)
.

×òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòü ïëàí, êîòîðûé íå çàâèñåë áû îò ôèêñèðî-
âàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ è îáåñïå÷èâàë õîðîøèå ðåçóëüòàòû ïëàíèðî-
âàíèÿ ïðè ëþáîì θ èç íåêîòîðîãî çàäàííîãî ìíîæåñòâà, èñõîäíóþ çàäà÷ó
çàìåíÿþò íà ìàêñèìèííûé èëè áàéåñîâñêèé àíàëîã (ñì. [6], [5]).

• Ìàêñèìèííûé:
max

ξ
min
θ∈Ω

(
Φ(M(ξ, θ))

Φ(M(ξ∗(θ), θ))

)
(2)

• Áàéåñîâñêèé:
min

ξ

∫ (
Φ(M(ξ∗(θ), θ))

Φ(M(ξ, θ))

)
P (dθ), (3)

ãäå Ω � íåêîòîðûé êîìïàêò â Rm, àïðèîðíî çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå
P (dθ), ξ∗(θ) � ëîêàëüíî îïòèìàëüíûé ïëàí.

Âî ââåäåíèè ïðèâåäåí îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðåäìåòíîé îáëà-
ñòè, ñôîðìóëèðîâàíû öåëè èññëåäîâàíèÿ è êðàòêî èçëîæåíû ðåçóëüòàòû.

Â ïåðâîé ãëàâå äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð îñíîâíûõ ïîíÿòèé è ìåòîäîâ òåî-
ðèè îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ðåãðåññèîííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îïèñûâà-
þòñÿ ìîäåëè, ðàññìîòðåííûå â äèññåðòàöèè, ïðîâîäèòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû ôîðìóëèðóþòñÿ áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ
è îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ôîðìóëèðóþòñÿ òåîðåìû ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ
áàéåñîâñêèõ è ìàêñèìèííûõ ïëàíîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì àïïà-
ðàòîì ïðîâåðêè îïòèìàëüíîñòè ïëàíîâ.
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Â òðåòüåì ïàðàãðàôå îïèñûâàþòñÿ ìîäåëè, êîòîðûå ðàññìîòðåíû â äèñ-
ñåðòàöèè:

• Ìîäåëü Ìèõàýëèñà � Ìåíòåíà:

η(x, Θ) =
θ1x

θ2 + x
, x ∈ [0, d2], θ2 > 0.

Íà ïðàêòèêå òàêàÿ ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ îïèñàíèÿ
ñêîðîñòè ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè: θ1 � ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ïðîòåêàíèÿ
ðåàêöèè, x � êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà.

• Ìîäåëü êèíåòèêè âòîðîãî ïîðÿäêà.

Áîëåå ñëîæíàÿ ìîäåëü, ïðèìåíÿåìàÿ â ýêñïåðèìåíòàëüíîé õèìèè �
ìîäåëü êèíåòèêè âòîðîãî ïîðÿäêà:

η(x, Θ) =
θ0x(θ1 + x)

θ2 + θ3x + x2 , x ∈ [0, d2], θ2, θ3 > 0.

• Ìîäåëü â âèäå àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû äâóõ ýêñïîíåíò:

η(x, Θ) = θ1e
−θ3x + θ2e

−θ4x, x ∈ [0,∞), θ4 > θ3 > 0.

• Ìîäåëü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà:

η(x, Θ) = θ1 + θ2e
−θ3x, x ∈ [0,∞), θ3 > 0.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ìåòîäîëîãèè ôóêíêöèîíàëüíîãî
ïîäõîäà è åãî îáîñíîâàíèþ äëÿ D-êðèòåðèÿ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ
ìåòîäà.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé ïîäõîä. Îñíîâíîé
èäååé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âåêòîðà îïîðíûõ òî÷åê è âåñîâ τ îïòèìàëüíî-
ãî ïëàíà ξτ êàê íåÿâíîé ôóíêöèè íåêîòîðîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà
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z, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì g(τ, z) = 0, ãäå g(τ, z) � âåêòîð ôóíêöèÿ
ñîñòîÿùàÿ èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ϕ(τ, z)′τi

, ϕ(τ, z) � êðèòåðèé îïòèìàëü-
íîñòè. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì óðàâíåíèåì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé (ñêàëÿðíîé, âåêòîðíîé èëè ìàòðè÷íîé) âåùåñòâåííî
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè Ψ(z) îáîçíà÷èì

Ψ(0) = Ψ(z0), Ψ(n) =
1

n!

dn

dzn
Ψ(z0), n = 1, 2, . . .

Ψ<n>(z) = Ψ(0) +
n∑

k=1

Ψ(k)z
k.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ èíñòðóìåíòîì îáîñíîâàíèÿ ôóíêöèîíàëü-
íîãî ïîäõîäà:

Òåîðåìà 1 Ïóñòü H îòêðûòîå ìíîæåñòâî Rm−1, τ ∈ H, z ∈
[z1, z2], z1 < z2 ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à ϕ(τ, z) âåùåñòâåííàÿ
àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå H × [z1, z2]. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

g(τ, z) =

(
∂

∂τi
ϕ(τ, z)

)m−1

i=1
,

V (τ, z) =

(
∂2

∂τi∂τj
ϕ(τ, z)

)m−1

i,j=1
.

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ åñëè äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè (τ(0), z0) ∈ H × [z1, z2] âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

g(τ(0), z0) = 0

è det V (τ(0), z0) 6= 0, òî:

I Â îêðåñòíîñòè z0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ τ̂(z)

òàêàÿ, ÷òî τ̂(z0) = τ0 è g(τ̂(z), z) = 0. Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âåùå-
ñòâåííîé àíàëèòè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè z0.
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II Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû:

τ(n+1) = −[V −1](g(τ<n>(z), z))(n+1), n = 0, 1, . . . , (4)

ãäå V = V (τ(0), z0).

Ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîé òåîðåìû åñòü èçâåñòíàÿ â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå òåî-
ðåìà î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè, âòîðàÿ ÷àñòü äîêàçàíà â ðàáîòå ([5]). Ôîð-
ìóëû (4) íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè ðåêóððåíòíûìè ôîðìóëàìè, îíè ëåæàò
â îñíîâå âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ îïîðíûõ òî÷åê è âåñîâ
îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ â ðÿä Òåéëîðà.

Ìåòîäîëîãèÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ âûáîð
êëàññà ïëàíîâ, â êîòîðîì èùåòñÿ îïòèìàëüíûé ïëàí, âûáîð ñåìåéñòâà
àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð è ïðèìåíåíèå òåîðåìû 1.

Îáîñíîâàíèå èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ äëÿ íàèáîëåå âàæ-
íûõ D- è L-êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè. Ïåðâûì ðàññìîòðåí D- êðèòåðèé,
êîòîðûé òðåáóåò ìàêñèìèçàöèè âåëè÷èíû det M(ξ, θ).

Ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìèçàöèè (2) è (3) èùåòñÿ â êëàññå ïëàíîâ ñ m îïîð-
íûìè òî÷êàìè, îäíà èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà χ, à âå-
ñîâûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû ìåæäó ñîáîé

ξτ =

(
τ1 . . . τm−1 d

1/m . . . 1/m 1/m

)
,

ãäå d � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà χ. Òàêèå ïëàíû íàçûâàþòñÿ íàñûùåííûìè ïëàíà-
ìè. Îíè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ, ïîñêîëüêó äëÿ ìíîãèõ ìîäåëåé ëîêàëüíî
D-îïòèìàëüíûå ïëàíû èìåþò òàêîé âèä (ñì. [5]).

Îäíà èç òðóäíîñòåé áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â âûáîðå àïðèîðíîé
ìåðû. Ìû èñõîäèì èç òîãî, ÷òî ýòîò âûáîð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýâðè-
ñòè÷åñêèé ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü ïëàíû, ýôôåêòèâíûå äëÿ îöå-
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íèâàíèÿ âåêòîðîâ θ, èñòèííîå çíà÷åíèå êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó
ìíîæåñòâó.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ω ñëåäóþùåãî âèäà:

Ω = Ωz = Ωz(c) = {θ = (θ1 . . . , θm)T : (1−z)ci ≤ θi ≤ ci/(1−z), i = 1, . . . , m}.

Çäåñü òî÷êà c = (c1, . . . , cm)T ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðèáëèæåíèå
âåêòîðà θ∗, à z � êàê îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü. Â êà÷åñòâå àïðèîðíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññìîòðèì ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà Ωz. Òàê êàê
Ω(0) = {c}, â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ τ0 ïðè ïîñòðîåíèè ðàçëî-
æåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ëîêàëüíî îïòèìàëüíûé ïëàí, êîòîðûé íàõîäèòñÿ ÷èñ-
ëåííî.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû ßêîáè
îñíîâíîé ñèñòåìû è ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ òåîðåìû 1:

• Ôóíêöèÿ η(x, θ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé íà [d1, d2]×H, ãäå H îêðåñò-
íîñòü òî÷êè θ = c.

• Â îêðåñòíîñòè òî÷êè c ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî îïòèìàëüíûé ïëàí âèäà

ξτ =

(
τ1 . . . τm−1 d

1/m . . . 1/m 1/m

)
.

• Ôóíêöèè fi(x, θ), i = 1, . . . , m ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì θ ∈ Ω îá-
ðàçóþò îáîáùåííóþ ñèñòåìó ×åáûøåâà âòîðîãî ïîðÿäêà íà èíòåðâàëå
χ.

Â ãëàâå 3 èññëåäóþòñÿ îïòèìàëüíûå ïëàíû ýêñïåðèìåíòà äëÿ D-
êðèòåðèÿ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü Ìèõàýëèñà � Ìåíòåíà. Äî-
êàçàíî, ÷òî ýòà ìîäåëü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1. Ëîêàëüíî îïòè-
ìàëüíûå è ìàêñèìèííûå ïëàíû äëÿ äàííîé ìîäåëè íàéäåíû â ÿâíîì âèäå,
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ïîýòîìó ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà îïîðíûõ òî÷åê ñòðîÿòñÿ äëÿ áàéåñîâ-
ñêîãî ïëàíà. Äàëåå èçó÷àåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü ïîñòðîåííûõ ïëàíîâ ñ ïîìî-
ùüþ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè îò θ2 ïðåäñòàâëåíà
íà ðèñóíêå 1. Êàê âèäíî èç ýòîãî ðèñóíêà áàéåñîâñêèå ïëàíû ÿâëÿþòñÿ
áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûìè, ÷åì ìàêñèìèííûå ïëàíû è ïëàíû â ðàâíîîò-
ñòîÿùèõ òî÷êàõ (ðèñóíîê ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ z = 0.8).

0 0.5 1 1.5 2 2.5

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

θ2
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2

3

Ðèñ. 1: Ìîäåëü Ìèõàýëèñà � Ìåíòåíà. Çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè áàéåñîâñêîãî (1),
ìàêñèìèííîãî (2) è ïëàíà â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ (3) îò ïàðàìåòðà θ2

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èññëåäóþòñÿ D-îïòèìàëüíûå ïëàíû äëÿ ìîäåëè
êèíåòèêè âòîðîãî ïîðÿäêà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïîðíûå òî÷êè áàéåñîâñêèõ
îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðà z,

è ñòðîÿòñÿ ðàçëîæåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé â ðÿä Òåéëîðà.
Â òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôàõ èññëåäóþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ñâîé-

ñòâà áàéåñîâñêèõ îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ äëÿ ìîäåëåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî âè-
äà. Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäîëîãèè äåìîíñòðèðóåòñÿ ñðàâíåíèåì íàéäåííûõ
ïëàíîâ ñ ïëàíàìè â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ è ïëàíàìè, ÷èñëåííî íàéäåííû-
ìè â ëèòåðàòóðå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áàéåñîâñêèå ïëàíû òðåáóþò ïðèáëèçè-
òåëüíî â äâà ðàçà ìåíüøå íàáëþäåíèé äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè,
÷åì ïëàíû â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ.
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Â ãëàâå 4 íà îñíîâå ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà èññëåäóþòñÿ îïòè-
ìàëüíûå ïëàíû äëÿ L-êðèòåðèÿ, òðåáóþùåãî ìèíèìèçàöèè âåëè÷èíû
trLM−1(ξ, θ), è äëÿ E-êðèòåðèÿ, òðåáóþùåãî ìàêñèìèçàöèè ìèíèìàëüíîãî
ñîáñòâåííîãî ÷èñëà èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû. Ýòè êðèòåðèè ÷àñòî áîëåå
ïðåäïî÷òèòåëüíû íà ïðàêòèêå, ÷åì D-êðèòåðèé. Ïëàíû, ïîñòðîåííûå íà
îñíîâå ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ, ñðàâíèâàþòñÿ ïî âåëè÷èíå äèñïåðñèè îöåíîê
èíäèâèäóàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè, èçó÷à-
åòñÿ íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû ßêîáè îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, ôîðìóëè-
ðóþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1 ê èçó÷åíèþ L-
îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ.

Âî âòîðîì è òðåòüåì ïàðàãðàôàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëü Ìèõàýëèñà
� Ìåíòåíà è ìîäåëü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà. Ïðîâåðÿþòñÿ óñëîâèÿ âû-
ïîëíåíèÿ òåîðåìû 1. Îáîñíîâûâàåòñÿ âûáîð âåñîâîé ìàòðèöû L. Ñòðîÿòñÿ
ðàçëîæåíèÿ îïîðíûõ òî÷åê è âåñîâ ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ, áàéåñîâñêèõ è
ìàêñèìèííûõ ïëàíîâ â ðÿä Òåéëîðà. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî áàéåñîâñêèå ïëàíû
ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê èçìåíåíèþ z è áîëåå ýôôåêòèâíû, ÷åì ïëàíû â ðàâ-
íîîòñòîÿùèõ óçëàõ. ×èñëåííî îöåíèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå z, ïðè
êîòîðîì íàñûùåííûé ïëàí, ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì â êëàññå ïëàíîâ ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì òî÷åê.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå èçó÷åíû E-îïòèìàëüíûå ïëàíû äëÿ ìîäåëè Ìè-
õàýëèñà � Ìåíòåíà. Äîêàçàíà àíàëèòè÷íîñòü îïîðíûõ òî÷åê è âåñîâ îïòè-
ìàëüíûõ ïëàíîâ êàê ôóíêöèé âåëè÷èíû z è ïîñòðîåíî èõ ðàçëîæåíèå â
ðÿä Òåéëîðà

Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
1. Ðàçðàáîòàíà ìåòîäîëîãèÿ ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ áàéåñîâñêèõ îï-

òèìàëüíûõ ïëàíîâ äëÿ íåëèíåéíûõ ïî ïàðàìåòðàì ðåãðåññèîííûõ ýêñïå-
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ðèìåíòîâ íà îñíîâå ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà.
2. Äëÿ ñëó÷àÿ D- è L-êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè äàíî ñòðîãîå ìàòåìàòè-

÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîëîãèè äëÿ ðÿäà íåëèíåéíûõ ïî ïà-
ðàìåòðàì ìîäåëåé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîãî è ýêñïîíåíöèàëüíîãî âèäà. Äëÿ
ýòèõ ìîäåëåé âïåðâûå ïîñòðîåíû ðàçëîæåíèÿ îïîðíûõ òî÷åê è âåñîâ áàé-
åñîâñêèõ îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ â ðÿä Òåéëîðà ïî âåëè÷èíå îòíîñèòåëüíîé
îøèáêè â çàäàíèè ïàðàìåòðîâ.

3. Äëÿ ìîäåëè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà è ìîäåëè êèíåòèêè âòîðîãî ïî-
ðÿäêà âïåðâûå èçó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà îïîðíûõ òî÷åê è âåñîâ
ìàêñèìèííî ýôôåêòèâíûõ ïëàíîâ.

4. Âïåðâûå ïðîâåäåíî ñðàâíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè âñåõ
îñíîâíûõ òèïîâ ïëàíîâ äëÿ íåëèíåéíûõ ïî ïàðàìåòðàì ìîäåëåé. Ïîêàçàíî,
÷òî áàéåñîâñêèå ïëàíû ÿâëÿþòñÿ ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíûìè ê èçìåíåíèþ ïà-
ðàìåòðîâ è ïîçâîëÿþò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ,
íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëàíàìè
â ðàâíîîòñòîÿùèõ òî÷êàõ.
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