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Общая характеристика работы

Актуальность работы. Краевые задачи для квазилинейных
уравнений и качественные свойства их решений привлекают боль-
шое внимание в последние десятилетия. Исследованиями в этой об-
ласти занимаются, в частности, такие известные математики, как
С.И. Похожаев, В.А. Кондратьев, L. Veron, W.-M. Ni и другие.

Одно из простейших уравнений такой структуры — уравнение
Эйлера для функционала, порождаемого теоремой вложения. В дис-
сертации рассматривается задача Неймана для некоторых уравне-
ний такого типа.

Наиболее интересным для исследования является уравнение, по-
рождаемое теоремой вложения W 1

2 (Ω) ↪→ Lq(Ω). Это уравнение
встречается во многих областях прикладной науки. Например, оно
описывает систему реакции-диффузии при морфогенезе. Иследова-
нию этой задачи посвящены работы W.-M. Ni, M. Grossi, I. Takagi и
других. Здесь получены тонкие результаты о структуре непостоян-
ных положительных решений (в основном для областей "большого
размера"). Однако вопрос о структуре положительных решений для
областей "малого размера" исследован недостаточно. Исчерпываю-
щий ответ получен только в одномерном случае в работах А.И. На-
зарова.

Цель работы. Основной целью диссертационной работы являет-
ся исследование условий постоянства решения с минимальной энер-
гией для краевой задачи, порождаемой теоремой вложения Соболе-
ва, и изучение эффекта возникновения множественных положитель-
ных решений краевой задачи, порождаемой теоремой вложения на
границу.

Методика исследования. Использованный в диссертационной
работе математический аппарат представляет развитие классиче-
ских методов исследования квазилинейных эллиптических уравне-
ний. Существенно используются интегральные методы получения
априорных оценок решений, теоремы вложения и интерполяцион-
ные неравенства для пространств Соболева, метод Лионса для дока-
зательства существования решения в случае предельного показате-
ля вложения. При изучении краевой задачи, порождаемой теоремой
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вложения на границу, применен метод Нехари.

Научная новизна и значимость работы. Все выносимые на
защиту положения диссертационной работы новыми. К наиболее су-
щественным результатам диссертации можно отнести следующие:

— изучение условий непостоянства решения с минимальной энер-
гией краевой задачи, порождаемой теоремой вложения Соболе-
ва;

— доказательство постоянства решения с минимальной энергией
краевой задачи, порождаемой теоремой вложения Соболева в
тонкой цилиндрической области;

— доказательство существования множественных положительных
решений краевой задачи, порождаемой теоремой вложения на
границу;

— доказательство существования нерадиальных решений краевой
задачи, порождаемой теоремой вложения на границу, при су-
перкритических показателях вложения.

Практическая ценность. Работа носит теоретический харак-
тер. Ее результаты могут быть использованы для дальнейшего изу-
чения качественных свойств решений краевых задач для квазили-
нейных эллиптических уравнений.

Апробация работы и публикации. Результаты работы докла-
дывались на международной конференции по дифференциальным
уравнениям и динамическим системам (Суздаль, 2004 и 2006 год),
на семинаре им. В.И. Смирнова по математической физике (ПОМИ
РАН, руководители Г.А. Серёгин и Н.Н. Уральцева)

Основное содержание диссертации изложено в работах [1]–[3]. В
работе [1] научному руководителю принадлежит постановка задачи
и общая идея метода решения; реализация метода проведена авто-
ром. Статья [2] опубликована в издании, включенном в Перечень
ВАК на момент публикации (Бюллетень ВАК РФ No. 4 2005 г).

Структура и объем работы. Диссертационная работа, объе-
мом 120 машинописных страниц, состоит из введения, трех глав и
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списка литературы, содержащего 41 наименование. Первая и вторая
главы включают в себя по 4 параграфа, третья — 5 параграфов.

Работа поддержана грантом поддержки ведущих научных школ
НШ-227.2008.1 и грантом РФФИ 08-01-00748.

Содержание работы

Во введении дан краткий обзор исследуемых математических
объектов и сформулированы основные результаты диссертационной
работы.

В первой главе изучается вопрос о постоянстве решения с ми-
нимальной энергией E(u) = ‖∇u‖pp,Ω + ‖u‖pp,Ω задачи{

−∆pu+ |u|p−2u = |u|q−2u в Ω
∂u
∂n

= 0 на ∂Ω
. (1)

Если рассмотреть в ограниченной области Ω ⊂ Rn задачу о нахож-
дении точной константы в теореме вложения W 1

p (Ω) ↪→ Lq(Ω):

µpp,q = inf
u∈W 1

p (Ω),u6=0

‖∇u‖pp + ‖u‖pp
‖u‖pq

, (2)

то минимайзер (после домножения на подходящую константу) яв-
ляется решением (1) с минимальной энергией E . Здесь и далее пред-
полагается, что q ≤ p∗, где p∗ — предельный показатель вложения
Соболева, то есть инфимум в (2) положителен.

Предложение 1.1. При q ≤ p существует единственное по-
ложительное решение задачи (1), которое является постоянной
функцией.

Введем нормировку области Ω, то есть замену Ω → εΩ. Тогда
можно считать, что meas(Ω) = 1, и изучать зависимость от пара-
метра ε решения с минимальной энергией задачи{

−∆pu+ εp|u|p−2u = |u|q−2u в Ω
∂u
∂n

= 0 на ∂Ω
. (3)
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Очевидно, что при заданных p и q константа не дает глобального
экстремума в (3) при больших ε. Вводя вспомогательные функцио-
налы

Qp,q,ε(u) ≡
‖∇u‖pp,Ω + εp‖u‖pp,Ω

‖u‖pq,Ω
,

Jp,q,ε(u) =

∫
Ω

(
|∇u|p + εp|u|p

)
− εp

∫
Ω

|u|q


p
q

,

можно переформулировать вопрос так: при каких ε константа дает
минимум функционалам Qp,q,ε и Jp,q,ε.
Теорема 1.1. Пусть 1 < p < n и q = p∗. Тогда существует
ε0 = ε0(p, n,Ω) такое, что для любого ε < ε0 инфимум Qp,p∗,ε до-
стигается.

Вычисляя второй дифференциал функционала Jp,q,ε на констан-
те, легко получить
Предложение 1.2. Пусть 2 < p < q. Тогда постоянная функ-
ция не дает функционалу Jp,q,ε минимума (даже локального). Сле-
довательно, постоянная функция не является решением (3) с ми-
нимальной энергией.

Поэтому содержательным является случай 1 < p ≤ 2.
В §1.2 рассматриваются 1 < p < 2.

Теорема 1.2. При 1 < p < 2 и любых q ∈ (p; p∗], ε > 0 постоян-
ная функция доставляет локальный минимум функционалам Jp,q,ε
и Qp,q,ε.

Дальнейшие рассуждения показывают, что при заданном p на по-
луинтервале q ∈ (p; p∗] определена функция ε = ε̂p(q), такая что при
ε > ε̂p постоянная функция не является решением (3) с минималь-
ной энергией, а при ε ≤ ε̂p является. Функция ε̂p(q) положительна
и ε̂p(q)→∞ при q ↓ p.
Теорема 1.3. Функция ε̂p непрерывна на (p, p∗] и строго убывает.

Наиболее интересным для исследования является случай p = 2,
который рассмотрен в §1.3. Задача (3) тогда принимает вид{

−∆u+ ε2u = |u|q−2u в Ω
∂u
∂n = 0 на ∂Ω

. (4)
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Хорошо известно, что решение (4) с минимальной энергией заведомо
непостоянная функция при ε > εcr(q) ≡

√
λN ,Ω

q−2 , где λN ,Ω – первое
положительное собственное число задачи Неймана{

−∆u = λu, в Ω
∂u
∂n = 0 на ∂Ω.

Однако вопрос о постоянстве решения с минимальной энергией
при ε ≤ εcr исследован мало. Лишь в одномерном случае А.И. На-
заровым доказано, что такое решение постоянно при всех ε ≤ εcr.

Теорема 1.4. Пусть q ≤ 2∗ и q < +∞, ε < εcr(q). Тогда функция
1 дает функционалам J2,q,ε и Q2,q,ε локальный минимум.

Так же как в §1.2 доказывается, что на полуинтервале q ∈ (2; 2∗],
q < +∞ определена функция ε = ε̂(q), такая что при ε > ε̂ посто-
янная функция не является решением (4) с минимальной энергией,
а при ε ≤ ε̂p является. Функция ε̂(q) положительна, ε̂(q) → ∞ при
q ↓ p и справедлива

Теорема 1.5. Функция ε̂ непрерывна на всей области определе-
ния и строго убывает.

Очевидно, что ε̂(q) ≤ εcr(q) для всех q ∈ (2; 2∗]. В диссертации
показано, что если Ω — асимметричная область общего положения,
то ε̂(q) < εcr(q) для всех q ∈ (2; 2∗]. Кроме того, если Ω — единичный
куб в пространстве Rn (n ≥ 3), то при q близких к 2∗ снизу ε̂(q) <
εcr(q).

В §1.4 рассматривается функционал, порожденный теоремой вло-
жения W 2

p (Ω) в Lq(Ω). Здесь Ω — плоское риманово многообразие
со строго липшицевым краем, а норма в пространстве W 2

p (Ω) опре-
делена так: ‖u‖pW 2

p (Ω) = ‖∇2u‖pp,Ω + ‖u‖pp,Ω. В этом случае ключевым
оказывается факт наличия/отсутствия на многообразии Ω линей-
ных функций. Если на Ω существует линейная функция, то при
1 < p < q < p∗∗ константа не дает соответствующему функционалу
минимума, даже локального. Если линейные функции отсутствуют,
то справедливы результаты, аналогичные полученным в §1.2 и §1.3.

Во второй главе задача (4) рассмотрена в тонком цилиндре
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Ωd = d
1
nω ×

(
0; d−

n−1
n

)
, n ≥ 3. Здесь ограниченная область ω стро-

го липшицева и measω = 1, d ∈ (0; 1). При достаточно малых d
вычисляем

εcr(q) =
πd

n−1
n

√
q − 2

.

После замены переменных уравнение (4) превращается в{
− 1
d2 ∆xu− uyy + κ2u = λ2

q,κ,du
q−1 в Ω1

∂u
∂n

= 0 на ∂Ω1,
(5)

где
κ = ε · d−

n−1
n , λq,κ,d = µ2,q,ε · d−

n−1
n ,

Ω1 = ω × (0; 1), y ∈ (0; 1), x ∈ ω.
Решение задачи (5) с минимальной энергией является минимай-

зером функционала

inf
u∈W1

2 (Ω1),

u6=0

Qq,κ,d(u) ≡ inf
d−2‖ux‖2

2,Ω1
+ ‖uy‖2

2,Ω1
+ κ2‖u‖2

2,Ω1

‖u‖2
q,Ω1

= λ2
q,κ,d

и при
κ ≤ κcr(q) =

π√
q − 2

постоянная функция дает локальный экстремум функционалу Qq,κ,d
.

Лемма 2.1. Пусть q = 2∗. Существует d0 = d0(n, ω) такое,
что для всех цилиндров Ωd, d ≤ d0 для любого ε ≤ εcr(2

∗) инфимум
Q2,2∗,ε достигается.

Введем вспомогательный "одномерный" функционал

inf
v∈W1

2 (0;1),

v 6=0

Qq,κ(v) ≡ inf
‖v′‖2

2,(0;1) + κ2‖v‖2
2,(0;1)

‖v‖2
q,(0;1)

,

нормированный в Lq(0; 1) минимайзер которого обозначим v. Из-
вестно, что при κ ≤ κcr v ≡ 1.

Цель этой главы — доказать, что при достаточно малых d для
функционала Q2,q,ε в области Ωd ε̂(q) ≡ εcr(q), q ∈ (2; 2∗]. Для
этого понадобятся априорные оценки решения (5) при κ = κcr(q),
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равномерные по q и d. В §2.2 вынесены вспомогательные предло-
жения, а в §2.3 получены необходимые оценки. Доказано, что при
q ∈ (2; 2∗] супремум и W 1

2 -норма решения с минимальной энергией
задачи (5) равномерно ограничены по q и d, и при q ∈ (2; 2 + 2/n]
инфимум решения равномерно ограничен по q и d.

Основные результаты этой главы доказаны в §2.4.

Теорема 2.1. Пусть q ∈ (2; 2∗], κ > 0. Для любой пары (q,κ)
существует dloc(n, ω, q,κ) такое, что для всех d ≤ dloc минимай-
зер v "одномерного" функционала Qq,κ дает локальный минимум
функционалу Qq,κ,d.

Теорема 2.2. Пусть n ≥ 3. Тогда для любой строго липшицевой
области ω существует dcr(n, ω) такое, что при d < dcr ε̂(q) ≡
εcr(q), q ∈ (2; 2∗].

В третьей главе изучается эффект возникновения множествен-
ных положительных решений задачи{

−∆pu+ |u|p−2u = 0 в BR

|∇u|p−2〈∇u; n〉 = |u|q−2u на SR
. (6)

ЗдесьBR —шар радиусаR в пространстве Rn, SR = ∂BR. Поскольку
при q ≤ p задача (6) имеет единственное положительное решение
(радиальное), то далее считаем q > p.

Положительные решения задачи (6) можно искать, минимизируя
функционал

Qp,q,R(u) ≡
‖u‖pW 1

p (BR)

‖u‖pq,SR

на различных подпространствах W 1
p (BR).

Предложение 3.2. Пусть H — замкнутая подгруппа в O(n),
и подпространство LH всех H-инвариантных функций из W 1

p (BR)
компактно вкладывается Lq(SR). Тогда функционал Qp,q,R дости-
гает на LH ненулевого минимума и минимайзер после домножения
на подходящую константу дает положительное в BR обобщенное
решение задачи (6) (в дальнейшем будем говорить просто "реше-
ние").

Обозначим p? — предельный показатель вложения на границу.
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Введем обозначения. Пусть пара чисел m ∈ N, k ∈ N ∪ {0} удо-
влетворяет условиям:

1) m · l + k = n для некоторого l ∈ N;
2) m ≥ 2;
3) k = 0 или k ≥ m.

(7)

Тогда соответствующее разложение пространства Rn

Rn = Rm ⊕ . . . ⊕ Rm ⊕ Rk

z = (x1 , . . . , xl ; y)

называется (m, k)-разложением.
Функция u называется m-радиальной, если u зависит только от

|xi|, i = 1, . . . , l и (при k 6= 0) от |y|. Если u инвариантна относи-
тельно всех перестановок векторов x1, . . . , xl и (при k 6= 0) зависит
только от |y|, то u называется (m, k)-симметричной функцией. Ес-
ли функция u одновременно m-радиальна и (m, k)-симметрична, то
такая функцию называется (m, k)-радиальной функцией.

Далее, в §3.2 решения задачи (6) получены в результате миними-
зации функционала Qp,q,R на множестве (m, k)-радиальных функ-
ций пространства W 1

p (BR) и доказано, что при достаточно больших
R найденные решения будут различны.
Предложение 3.3. Множествоm-радиальных функций изW 1

p (BR)
образует пространство, которое компактно вложено в Lq(SR) при
условии

q < p?m,
1

p?m
=

(
n−m− p+ 1

p(n−m)

)
+
. (8)

Теорема 3.1. Пусть 1 < p < q. Тогда существует R̂ = R̂(p, q)
такое, что при любом R > R̂ для всех пар (m, k), удовлетворя-
ющих условиям (7) и (8), существует (m, k)-радиальное решение
задачи (6). Все решения с различными (m, k) неэквивалентны.

Очевидно, что (8) выполнено при всех q < ∞ для m = n. Это
соответствует тому факту, что задача (6) имеет радиальное решение
при любом q < ∞. Если p ≥ [(n + 1)/2] + 1, то для всех q < ∞
найдется такое нетривиальное (то есть с m < n) (m, k)-разложение,
что выполнено (8). Поэтому задача (6) при любом q < ∞ имеет
нерадиальное решение для достаточно больших R.
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В §3.3 функционал Qp,q,R минимизируется на подпространствах
L(2,k,Ht) всех (2, k)-симметричных функций из W 1

p (BR), Ht-инвари-
антных по xi, где Ht — подгруппа O(2), порождаемая поворотом на
угол 2π/t, t ∈ N.

Теорема 3.2. Пусть n 6= 3, 1 < p <∞, p < q < p?. Для любого
t0 ∈ N существует R̂ = R̂(p, q, t0), такое, что при любом R > R̂
для всех k, удовлетворяющих условию (7) с m = 2, и для всех
2 ≤ t ≤ t0 существует (2, k)-симметричное, Ht-инвариантное ре-
шение задачи (6). Все решения с различными (k, t) различны, если
не выполнены равенства

t = 2, t′ = 4, 2k′ − k = n или t′ = 2, t = 4, 2k − k′ = n.

Таким образом получена множественность решений задачи (6) при
больших R.

В §3.4 рассматривается "двойственный" случай, когда радиус ша-
ра R зафиксирован и меняется показатель q.

Теорема 3.3. Пусть n — четное число, n ≤ p < ∞. Тогда
для любого t0 ∈ N существует q̂ = q̂(p,R, t0) такое, что при лю-
бом q ∈ (q̂;∞) для всех t ≤ t0 существует (2, 0)-симметричное
Ht-инвариантное решение задачи (6). Все решения с различными t
неэквивалентны.

Теорема 3.4. Пусть
[
n+1

2

]
+ 1 ≤ p <∞. Тогда существует q̂ =

q̂(p,R) такое, что при любом q > q̂ для всех m, удовлетворяющих
условию

max{2;n− p+ 1} ≤ m ≤ n/2,

существует (m,n−m)-радиальное решение задачи (6). Все решения
с различным m неэквивалентны.

В §3.5 результаты §3.2 и §3.3 распространены на более общий
случай задачи{

−div a(∇u) + α1u
p−1 = g(u) в BR

〈a(∇u); n〉+ α2u
p−1 = f(u) на SR

при подходящих условиях на функции a : Rn → Rn и g, f : R+ → R.
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