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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
1. Àêòóàëüíîñòü òåìû. Íåîäíîðîäíûå ìàòåðèàëû, îáðàçîâàí-

íûå èç ñðåä ñ ðàçíûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, è êîíñòðóêöèè
èç òàêèõ ìàòåðèàëîâ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â òåõíèêå. Ýòî êîìïî-
çèòíûå è ñëîèñòûå ìàòåðèàëû, íàïðèìåð, ìåòàëëî-êåðàìè÷åñêèå,
ðåçèíî-ìåòàëëè÷åñêèå, ðàçëè÷íûå ïîêðûòèÿ è ò.ä. Ðàçðóøåíèå òà-
êèõ êîíñòðóêöèé îáû÷íî ïðîèñõîäèò èç-çà íàëè÷èÿ òðåùèí è èõ
ðàçâèòèÿ â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè, ïîýòîìó èññëåäîâàíèå çàäà÷ ìå-
õàíèêè òðåùèí ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì äëÿ âñåõ èíæåíåðíûõ îáëà-
ñòåé.

Ñóùåñòâóåò îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, ïîñâÿùåííàÿ èññëåäîâàíèþ
òðåùèí â äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ïîñòàíîâêàõ çàäà÷. Â áîëüøèí-
ñòâå ðàáîò ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðÿìîëèíåéíûå òðåùèíû, â òî âðåìÿ
êàê åñòåñòâåííî îáðàçóþùèåñÿ òðåùèíû îáû÷íî èìåþò ñëàáî èñ-
êðèâëåííóþ ôîðìó. Ðàáîòû, ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ êðèâîëèíåéíûå
òðåùèíû, â îñíîâíîì îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ îäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ.
Çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ êðèâîëèíåéíûõ òðåùèí íà ãðàíèöå
ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçíûìè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè è âáëèçè ýòîé ãðàíè-
öû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèè, èçó-
÷åíû íåäîñòàòî÷íî.

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè ïîäòâåðæäåíà ïîääåðæêîé ïðî-
âåäåííûõ èññëåäîâàíèé Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé (05-01-00274, 06-01-00658). Äèññåðòàíòîì áûëè ïîëó÷å-
íû ãðàíòû Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî îáðàçîâàíèþ (À04-2.10-421)
è Ïðàâèòåëüñòâà ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà (Ì05-2.2Ê-181).

2. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ìåòîäîì âîçìóùåíèé ïëîñ-
êèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíûõ òåë ñî ñëàáî
èñêðèâëåííûìè òðåùèíàìè, ðàñïîëîæåííûìè íà ãðàíèöå ðàçäåëà
óïðóãèõ ñðåä ñ ðàçíûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè èëè âáëèçè
ýòîé ãðàíèöû. Íåîáõîäèìî áûëî ïîñòðîèòü àëãîðèòì äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ â ëþáîì ïðèáëèæåíèè è
èññëåäîâàòü îñíîâíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå íàïðÿæåííîå
ñîñòîÿíèå â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû.
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3. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â îñíîâå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ
çàäà÷ ëåæèò ìåòîä âîçìóùåíèé â ôîðìå, ïðåäëîæåííîé Ãðåêîâûì
Ì. À. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ ñâîäèëèñü ê ãðà-
íè÷íûì çàäà÷àì Ðèìàíà - Ãèëüáåðòà äëÿ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèà-
ëîâ. Â ñëó÷àå ìåæôàçíîé òðåùèíû ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ïîëó÷åíî
â êâàäðàòóðàõ, äëÿ òðåùèíû îêîëî ãðàíèöû ðàçäåëà çàäà÷à ñâåäå-
íà ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà
ñ íåïðåðûâíûìè ÿäðàìè. Äëÿ åãî ðåøåíèÿ áûë ïðèìåíåí ìåòîä
êîëëîêàöèè, ðåàëèçîâàííûé â ñðåäå Matlab.

4. Äîñòîâåðíîñòü ðàáîòû. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøå-
íèé îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòðîãîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷ è ïðèìåíÿåìûì ìà-
òåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ áû-
ëè ñäåëàíû ñðàâíåíèÿ ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ:
Ãðåêîâûì Ì.À., Cotterell B., Rice J.R., Murakami Yu.

5. Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó
1. Ðåøåíà çàäà÷à î íàêëîííîé òðåùèíå â îäíîðîäíîé ïëîñêî-

ñòè ìåòîäîì âîçìóùåíèé, íàéäåíî âòîðîå ïðèáëèæåíèå. Ïðîâåäåíî
ñðàâíåíèå ïðèáëèæåííîãî ñ òî÷íûì ðåøåíèåì äëÿ îöåíêè ïðèìå-
íèìîñòè ìåòîäà âîçìóùåíèé ê ïîäîáíîãî ðîäà çàäà÷àì.

2. Ìåòîäîì âîçìóùåíèé ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è î ñëàáî èñ-
êðèâëåííîé òðåùèíå, ðàñïîëîæåííîé íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ïî-
ëóïëîñêîñòåé èç ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó-
÷åíû çàâèñèìîñòè ÊÈÍ îò äëÿ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (ìî-
äóëåé óïðóãîñòè, ôîðìû òðåùèíû, ïðèëîæåííîé íàãðóçêè). Ïðî-
âåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è íà ÊÈÍ è èíòåãðàë
Ðàéñà - ×åðåïàíîâà.

3. Ìåòîäàìè âîçìóùåíèé è ñóïåðïîçèöèè ïîëó÷åíî ðåøåíèå çà-
äà÷è äëÿ ñëàáî èñêðèâëåííîé òðåùèíû, ðàñïîëîæåííîé îêîëî ãðà-
íèöû ðàçäåëà äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé èç ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ. Èíòå-
ãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà, ê êîòîðîìó ñâîäèòñÿ çàäà÷à êàæ-
äîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïðåîáðàçîâàíî ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé è ðåøåíî ìåòîäîì êîëëîêàöèè â ñðåäå Matlab. Âû÷èñëåíû
ÊÈÍ â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ. Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿ-
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íèå îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è: ìîäóëåé óïðóãîñòè, ðàññòîÿíèÿ
òðåùèíû îò ëèíèè ðàçäåëà, óãëà íàêëîíà òðåùèíû è âèäà íàãðó-
æåíèÿ íà âåëè÷èíó ÊÈÍ.

6. Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòà-
öèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ïðèìåíåíèè ìåòîäà âîçìóùåíèé
äëÿ çàäà÷ î êðèâîëèíåéíûõ òðåùèíàõ â äâóõêîìïîíåíòíûõ ñðåäàõ,
ïîçâîëÿþùåãî ïîñòðîèòü ëþáîå ïðèáëèæåíèå.

Â çàäà÷å î êðèâîëèíåéíîé ìåæôàçíîé òðåùèíå ïðèâåäåí àëãî-
ðèòì íàõîæäåíèÿ ëþáîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âïåð-
âûå áûëà ó÷òåíà íåñàìîóðàâíîâåøåííàÿ íàãðóçêà íà òðåùèíå. Íî-
âûìè ÿâëÿþòñÿ è ðàñ÷åòû ÊÈÍ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, ïîçâîëÿ-
þùèå îöåíèòü âëèÿíèå èñêðèâëåíèÿ òðåùèíû íà èõ âåëè÷èíó.

Çàäà÷à î êðèâîëèíåéíîé òðåùèíå îêîëî ëèíèè ðàçäåëà ïîëó-
ïëîñêîñòåé ðàíüøå íå ðàññìàòðèâàëàñü. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà âîç-
ìóùåíèé â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì ñóïåðïîçèöèè ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â ëþáîì ïðèáëèæåíèè. ÊÈÍ â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè äëÿ êðèâîëèíåéíîé òðåùèíû ïîëó÷åíû âïåðâûå.

7. Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü ïðåä-
ñòàâëÿþò ôîðìóëû è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ÊÈÍ äëÿ ðàçíûõ ôîðì
òðåùèí, ïîçâîëÿþùèå îöåíèòü âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ íà
âåëè÷èíó ÊÈÍ. Ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êðèòå-
ðèÿõ äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðàçâèòèÿ òðåùèí, îöåíêè ïðî÷íîñòè è
ðàçðóøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ ñ òðåùèíàìè è ïðèìåíåíû
â ðàçíûõ îáëàñòÿõ òåõíèêè.

8. Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äî-
êëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôå-
ðåíöèè "Óñòîé÷èâîñòü è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ ã. Ñ.-Ïåòåðáóðã, ÑÏá-
ÃÓ. 2005 ã., íà Ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ àñïèðàíòîâ
è ñòóäåíòîâ "Ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ è óñòîé÷èâîñòü ã. Ñ.-Ïåòåðáóðã,
ÑÏáÃÓ â 2006 è 2007 ã.ã., íà åæåãîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöè-
ÿõ øêîëû àêàäåìèêà Â.Â. Íîâîæèëîâà, ã. Ñ.-Ïåòåðáóðã, ÑÏáÃÓ,
2004 - 2006 ã.ã. Äèññåðòàöèÿ â öåëîì áûëà äîëîæåíà íà íàó÷íîì
ñåìèíàðå êàôåäðû "Âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ìåõàíèêè äåôîðìè-
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ðóåìîãî òåëà"ÑÏáÃÓ (çàâ. êàô. ïðîôåññîð Äàëü Þ.Ì.) è íà êà-
ôåäðå "Ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ"Ïîëèòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñè-
òåòà (çàâ. êàô. ïðîôåññîð Ìåëüíèêîâ Á.Å.).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ñåìè
ðàáîòàõ, ïðèâåäåííûõ â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ñòàòüè [5, 7] îïóáëè-
êîâàíû â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ. Â ðàáîòàõ [2, 3, 5, 6],
îïóáëèêîâàííûõ â ñîàâòîðñòâå ñ Ì. À. Ãðåêîâûì, ñîàâòîð ñôîð-
ìóëèðîâàë çàäà÷è è ïðåäëîæèë ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ, à òàêæå îá-
ñóæäàë ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû. Â ðàáîòå [7] Ìàëüêîâó Â. Ì.
ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ.

9. Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåòðàöèÿ ñîñòîèò
èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé
îáúåì äèññåðòàöèè 124 ñòð., îáùåå êîëè÷åñòâî ðèñóíêîâ è ãðàôè-
êîâ � 46, áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 226 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü è öåëè ðàáîòû, ïåðå-

÷èñëåíû âûíîñèìûå íà çàùèòó íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
è äàí äîñòàòî÷íî ïîëíûé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòàöèè.
Îòìå÷åíî, ÷òî çíà÷èòåëüíûé âêëàä â èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè
áûë âíåñåí Ìóñõåëèøâèëè Í. È., Ñàâðóêîì Ì. Ï., ×åðåïàíîâûì Ã.
Ï., Ìîðîçîâûì Í.Ô., Ãðåêîâûì Ì.À., Rice J.R., Sih G.C., Murakami
Y., Erdogan F., Comninou M. è äðóãèìè.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìîòðåíà ïðÿìîëèíåéíàÿ òðåùèíà, ïîâåð-
íóòàÿ íà ìàëûé óãîë îòíîñèòåëüíî áàçîâîé [1]. Ðåøåíèå çàäà÷è
ñòðîèòñÿ ìåòîäîì âîçìóùåíèé. Íàéäåíî ïåðâîå è âòîðîå ïðèáëè-
æåíèÿ. Öåëü ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòîèò â àíàëèçå ïðèìåíèìîñòè ìå-
òîäà âîçìóùåíèé ê òàêîãî ðîäà çàäà÷àì.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ïëîñêîñòü ñ ïðÿìîëèíåéíîé òðåùèíîé
L. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò x1, x2 òàê, ÷òîáû L îáðàçîâûâàëà ñ
îñüþ x1 ìàëûé óãîë α. Åå óðàâíåíèå èìååò âèä x2 = (x1 − 1) tg α.
Áåðåãà òðåùèíû ñâîáîäíû îò íàãðóçêè è íà áåñêîíå÷íîñòè

σ∞11 = σ∞12 = 0, σ∞22 = p, ω∞ = 0. (1.1)
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Çàïèøåì íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ ÷åðåç êîìïëåêñíûå ïîòåíöè-
àëû Êîëîñîâà - Ìóñõåëèøâèëè Φ(z), Ω(z)

σ22− iσ12 = Φ(z) + Φ(z) + [Ω(z)−Φ(z) + (z− z) Φ′(z)] e−2iα, (1.2)

2µ
d(u1 + iu2)

dz
= κΦ(z)− Φ(z)− [Ω(z)− Φ(z) + (z − z) Φ′(z)] e−2iα.

Ïðèìåíèì ìåòîä âîçìóùåíèé, ïðåäñòàâèâ ýòè ïîòåíöèàëû è èõ
çíà÷åíèÿ íà òðåùèíå â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåò-
ðà ε

Φ(z) =
∞∑

n=0

εn

n!
Φn(z), Φ±

n (zc) =
∞∑

m=0

[
εm

m!
Φ±(m)

n (x1)(if(x1))
m

]
,

(1.3)

Ω(z) =
∞∑

n=0

εn

n!
Ωn(z), Ω±

n (zc) =
∞∑

m=0

[
εm

m!
Ω±(m)

n (x1)(−if(x1))
m

]
.

Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ (1.3) â (1.2) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è ïðèðàâ-
íÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà ε. Ïîëó-
÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà, èç êîòîðîé íàé-
äåì Φn(z), Ωn(z), n = 0, 1, 2. Äëÿ ïðàâîãî êîíöà òðåùèíû êîýôôè-
öèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé èìåþò âèä

K = K1 − iK2 =
√

2π lim
ξ1→1+0

[
√

ξ1 − 1(s22 − is12)]. (1.4)

Êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé òàêæå ïðåäñòàâèì â
âèäå ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó. Ñ ó÷åòîì (1.1) ïîëó÷èì

K(2) = (K1 − iK2)
(2) =

√
πp

(
1− iε− 4ε2

)
. (1.5)

Òî÷íîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è äëÿ ÊÈÍ èìååò âèä

K1 = p
√

π cos3/2 α, K2 = p
√

π cos α sin α. (1.6)

Ñðàâíèâ çíà÷åíèÿ ïðèâåäåííûõ ÊÈÍ kj = K
(2)
j /(p

√
a) äëÿ òî÷íî-

ãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèé âèäèì, ÷òî ïðè ìàëûõ ε èëè óãëàõ
íàêëîíà òðåùèíû α ìåòîä âîçìóùåíèé äàåò äîñòàòî÷íî õîðîøåå
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ïðèáëèæåíèå (ïðè α < 120 îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ÊÈÍ âî
âòîðîì ïðèáëèæåíèè k1, k2 ìåíüøå 10% è 3,5% ñîîòâåòñòâåííî).

Âî âòîðîé ãëàâå ñòðîèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ñëàáî èñêðèâ-
ëåííîé òðåùèíû, ðàñïîëîæåííîé íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ïîëó-
ïëîñêîñòåé Sk, k = 1, 2 ñ ðàçíûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè [2,
3, 5, 7] (ðèñ. 1).

Êðèâîëèíåéíàÿ òðåùèíà L îïèñûâàåòñÿ ïðîñòîé ãëàäêîé êðèâîé
x2 = ε g (x1), x1 ∈ [−a, a], ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð, |g (x1)| < a,
|g′(x1)| < M = const.

Íà áåñêîíå÷íîñòè çàäàíû íàïðÿæåíèÿ σk∞
ij è óãëû ïîâîðîòà ωk∞,

ñâîè äëÿ êàæäîé ïîëóïëîñêîñòè. Íà áåðåãàõ òðåùèíû èìååì óñëî-
âèÿ

(σnn + iσnt)
+ = p (zc), (σnn + iσnt)

− = q (zc), (2.1)

ãäå σnn è σnt � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé â âåêòîðíîì áàçè-
ñå íîðìàëè è êàñàòåëüíîé ê òðåùèíå, zc = x1 + iε g (x1). Ôóíêöèè
p (zc) è q (zc) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà. Ðàçëîæèì èõ â ðÿ-
äû Òåéëîðà

p (zc) =
∞∑

m=0

εmp(m)(x1)

m!
(ig(x1))

m, q (zc) =
∞∑

m=0

εmq(m)(x1)

m!
(ig(x1))

m.

(2.2)
Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû Êîëîñîâà - ÌóñõåëèøâèëèΦk(z), Ωk(z)

ïðåäñòàâèì â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó (1.3).
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Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé, òî åñòü ôóíêöèè Φkn(z), Ωkn(z), áó-
äóò íàéäåíû êàê ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ Ðèìàíà - Ãèëüáåðòà
äëÿ ïðÿìîëèíåéíîé òðåùèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèáëèæåíèé. Èõ
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ôóíêöèè hn (z) è rn (z), àíàëèòè÷åñêèå âî
âñåé ïëîñêîñòè, èñêëþ÷àÿ òðåùèíó,

hn(z) =
1

2πi

+a∫

−a

(Pn −Qn)(t)

t− z
dt + h∞n ,

rn(z)−Dhn(z) =
Y (z)

2πi

+a∫

−a

fn(t) dt

Y +(t)(t− z)
+ Y (z) Rn(z), (2.3)

fn(t) = 0, 5(µ2 + µ1κ2) [Pn + Qn + C (Pn −Qn)] (t).

Y (z) =
1√

z2 − a2

(
z + a

z − a

)i β

, β = +
ln δ

2π
,

ãäå Pn (x1), Qn (x1) � ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ïðåäûäóùèõ ïðèáëè-
æåíèé è ïðèëîæåííîé íà òðåùèíå íàãðóçêè; h∞n = 0, n > 0, h∞0
çàâèñèò îò óñëîâèé íà áåñêîíå÷íîñòè; C, D, δ � êîíñòàíòû, çàâè-
ñÿùèå îò ìîäóëåé óïðóãîñòè ïîëóïëîñêîñòåé; Rn (z) = An z + Bn

� ïîëèíîì, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íàïðÿæå-
íèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è êîìïîíåíòû ãëàâíîãî âåêòîðà ñèë íà òðå-
ùèíå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà òðåùèíå äåéñòâóåò ïîñòîÿííàÿ íàãðóç-
êà, îäèíàêîâàÿ íà îáîèõ áåðåãàõ p (zc) = q (zc) = p, à íà áåñêîíå÷-
íîñòè çàäàíû íàïðÿæåíèÿ è óãëû ïîâîðîòà. Òîãäà ÊÈÍ â íóëåâîì
è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ èìåþò âèä

[(K1 − iK2)
(0)]± = ± 2

√
πδ

1 + δ
(1∓ 2iβ) 2± iβ(σ∞22 − iσ∞21 − p), (2.4)

[(K1−iK2)
(1)]± =

2
√

πδ

1 + δ
2± iβ

[
(1 + δ)

4π
(C2−1)[σ1∞

11 +σ2∞
11 −2σ∞22]I(± 1)−

− C

π
[J(± 1)(σ∞22 − iσ∞21) + J∗(± 1)(σ∞22 + iσ∞21)]+ (2.5)

+
1

2π
(1+δ)(p−p) I(± 1) − C

π
[(p +p)I(± 1)−p J(± 1))−p J∗(± 1)]

]
.
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Çäåñü è âûøå I(ξ), J(ξ), J∗(ξ) � èíòåãðàëû òèïà Êîøè, çàâèñÿùèå
îò ôóíêöèé Y (ξ) è g(ξ).

Áûëè âûïîëíåíû ðàñ÷åòû ÊÈÍ äëÿ òðåùèí, îïèñûâàåìûõ ôóíê-
öèåé x2 = ε(1− ξ2)n, n = 2, 4, 8, 16, ïðè ðàçíûõ âèäàõ íàãðóçêè íà
òðåùèíå è íà áåñêîíå÷íîñòè. Íà îñíîâàíèè ýòèõ ðàñ÷åòîâ ïîñòðîå-
íû ãðàôèêè, èëëþñòðèðóþùèå çàâèñèìîñòü ÊÈÍ îò îñíîâíûõ ïà-
ðàìåòðîâ çàäà÷è.

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíûõ çíà÷åíèé ÊÈÍ
â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ k1, k2 îò îòíîøåíèÿ ìîäóëåé
ñäâèãà µ2/µ1 ïðè çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ν1 = ν2 =
0, 3 â ñëó÷àå ïëîñêîé äåôîðìàöèè. Çàâèñèìîñòè ïîñòðîåíû äëÿ òðå-
ùèí, çàäàííûõ ôóíêöèÿìè x2 = ε(1 − x2

1)
2 è x2 = ε(1 − x2

1)
8, è

ε = 0; 0, 5. Íà ðèñ. 3 (à) ÊÈÍ ïîñòðîåíû ïðè äåéñòâèè íàïðÿæå-
íèé íà áåñêîíå÷íîñòè σ∞22, à íà ðèñ. 3 (á) òðåùèíà íàõîäèòñÿ ïîä
äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ.

Â òðåòüåé ãëàâå ìåòîäîì âîçìóùåíèé ðåøàåòñÿ çàäà÷à äëÿ
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ñëàáî èñêðèâëåííîé òðåùèíû, ðàñïîëîæåííîé îêîëî ëèíèè ðàçäåëà
äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé èç ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ [4,6].

Â êàæäîì ïðèáëèæåíèè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Èññëåäîâàíû ðåøåíèÿ â íóëåâîì
è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ.

Â ïëîñêîñòè S ââåäåì äâå ñèñòåìû äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ
êîîðäèíàò: x1, x2 è ξ1, ξ2, âòîðàÿ ñèñòåìà ñâÿçàíà ñ òðåùèíîé (ðèñ.
2). Äëÿ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ z = x1 + ix2, ζ = ξ1 + iξ2 èìååì
çàâèñèìîñòü: z = ζeiα− id, ãäå α � óãîë ìåæäó îñÿìè êîîðäèíàò, d

� ðàññòîÿíèå îò ñåðåäèíû îòðåçêà ìåæäó êîíöàìè òðåùèíû äî îñè
x1. Óðàâíåíèå òðåùèíû èìååò âèä ζc = ξ1 + iε g(ξ1).

Â êîîðäèíàòàõ x1, x2 êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé
îáîçíà÷èì σij è ui, (i, j = 1, 2), ñîîòâåòñòâåííî, à â ξ1, ξ2 � sij è vi.

Íà áåñêîíå÷íîñòè ïðè |z| → ∞ çàäàíû íàïðÿæåíèÿ è óãëû ïîâî-
ðîòà, ñâîè äëÿ êàæäîé ïîëóïëîñêîñòè. Íà ëèíèè ñîïðÿæåíèÿ ïîëó-
ïëîñêîñòåé ïðè x2 = 0 èìååì óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèé
è ïåðåìåùåíèé. Íà áåðåãàõ êðèâîëèíåéíîé òðåùèíû çàäàíû óñè-
ëèÿ

(snn + isnt)
+ = p∗(ζc), (snn + isnt)

− = q∗(ζc). (3.1)

Ðåøåíèå çàäà÷è èùåì â âèäå ñóììû ðåøåíèé äâóõ âñïîìîãà-
òåëüíûõ çàäà÷: ïåðâîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîé ïëîñ-
êîñòè áåç òðåùèí ñî ñêà÷êàìè íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé íà ìåæ-
ôàçíîé ëèíèè, âòîðîé � çàäà÷à äëÿ îäíîðîäíîé ïëîñêîñòè ñî ñëàáî
èñêðèâëåííîé òðåùèíîé

σij = (σij)c + (σij)r, ui = (ui)c + (ui)r, z ∈ S1, (3.2)

σij = (σij)c, ui = (ui)c, z ∈ S2.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ëèíèè ðàçäåëà è
íà òðåùèíå ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

[(σ22− iσ21)r]
−(x1) = ∆σ (x1), [(u′1 + iu′2)r]

−(x1) = ∆u′(x1). (3.3)

[(snn + isnt)c]
+ = p∗(ζc)− p (ζc), [(snn + isnt)c]

− = q∗(ζc)− q (ζc).
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Ñêà÷êè ∆σ (x1), ∆u′(x1) íà ëèíèè ðàçäåëà ïåðâîé çàäà÷è è íàãðóç-
êà íà òðåùèíå p (ζc), q (ζc) âòîðîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè.

Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû Φk (z), Ωk (k), k = 1, 2, ÿâëÿþùèåñÿ
ðåøåíèåì ïåðâîé çàäà÷è, çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè ∆σ, ∆u â
âèäå èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè ïî áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé. Èñïîëüçóÿ ýòî
ïðåäñòàâëåíèå è ñîîòíîøåíèÿ (3.3), ïîëó÷èì

M [Φ1(zc), Ω1(zc)] = −1

2
[1 + iεg′(ξ1)] [(p + q)− (p∗ + q∗)] (ζc), (3.4)

M � ëèíåéíûé îïåðàòîð, zc = ζce
iα − id.

Âòîðàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è î ìåæôàçíîé
òðåùèíå. Çäåñü êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû Φ (ζ), Ω (ζ) îäèíàêîâû
äëÿ äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðàëû òèïà
Êîøè îò íåèçâåñòíîé íàãðóçêè íà òðåùèíå âòîðîé çàäà÷è.

Óðàâíåíèå (3.4) òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ÷òî-
áû èñêëþ÷èòü ñêà÷êè íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé. Îíè âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû âòîðîé çàäà÷è Φ(ζ), Ω(ζ).

Ïðèìåíèì ìåòîä âîçìóùåíèé è ïðåäñòàâèì ýòè êîìïëåêñíûå ïî-
òåíöèàëû è íàãðóçêó íà òðåùèíå â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî
ïàðàìåòðà, àíàëîãè÷íî ôîðìóëàì (2.2). Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ
â óðàâíåíèå (3.4) è ïðèðàâíÿâ íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíà-
êîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà ε, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ñ íåïðåðûâíûìè ÿäðàìè îòíîñè-
òåëüíî îäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè pn + qn, n = 0, 1, 2, ...

L [Φ0(ζ
0
1), Φ0(ζ0

1), Ω0(ζ
0
1), Ω0(ζ

0
1)]+

1

2
(p0 + q0) (ξ1) =

1

2
(p∗+ q∗) (ξ1)−

− 1

2
(σ1∞

11 + σ∞22) + [
1

2
(σ1∞

11 + σ∞22)− (σ∞22 − iσ∞21)]e
−2iα, (3.5)

L [Φ1(ζ
0
1), Φ1(ζ0

1), Ω1(ζ
0
1), Ω1(ζ

0
1)] +

1

2
(p1 + q1) =

1

2
ig(p∗ + q∗)′−

− 1

2
ig(p0 + q0)

′ − ig′[
1

2
(σ1∞

11 + σ∞22)− (σ∞22 − iσ∞21)]e
−2iα− (3.6)
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− 1

2
ig′(σ1∞

11 + σ∞22) + F1[Φ0(ζ
0
1), Φ0(ζ0

1), Ω0(ζ
0
1), Ω0(ζ

0
1)],

L [Φn(ζ
0
1), Φn(ζ0

1), Ωn(ζ
0
1), Ωn(ζ

0
1)] +

1

2
(pn + qn) =

1

2
(ig)n(p∗+ q∗)(n)−

− 1

2
(Pn + Qn)− Fn[Φn−1(ζ

0
1), Φn−1(ζ0

1), Ωn−1(ζ
0
1), Ωn−1(ζ

0
1)], (3.7)

ãäå

Φn(ζ) =
Y (ζ)

4πi

+a∫

−a

(pn + qn)(t)dt

Y +(t)(t− ζ)
dt + Φ∗

n(ζ),

(3.8)

Ωn(ζ) = −Y (ζ)

4πi

+a∫

−a

(pn + qn)(t)dt

Y +(t)(t− ζ)
dt + Ω∗

n(ζ),

L, Fn � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, ζ0
1 = [ξ1e

−iα+2id] e−iα è Pn(ξ1), Qn(ξ1),
Φ∗

n(ζ), Ω∗
n(ζ) � èçâåñòíûå ôóíêöèè. Ïîñëå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé

ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíûìè âñå èñêîìûå ôóíêöèè.
Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè èìååì çàäà÷ó äëÿ ïðÿìîëèíåéíîé òðå-

ùèíû îêîëî ìåæôàçíîé ëèíèè.
Ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà (3.5) èùåì â âè-

äå ïîëèíîìà (p0 + q0) (t) =
m∑

k=0
s0
kt

k ïðè ýòîì

Φ0(ζ) = −Ω0(ζ) =
1

4
√

ζ2 − 1

m∑

k=0
s0
kϕk(ζ), (3.9)

ãäå ϕk(ζ) èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè.
Ïîñëå ýòîãî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêî-

ìó óðàâíåíèþ ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè s0
k. Îíè îïðåäåëÿ-

þòñÿ ìåòîäîì êîëëîêàöèè, óæå ïðèìåíÿâøåìñÿ äëÿ ðåøåíèÿ òà-
êîãî ðîäà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ïîêàçàâøåì ñâîþ ýôôåêòèâ-
íîñòü.

Äëÿ åãî ðåàëèçàöèè áûëà ñîçäàíà ïðîãðàììà â ïàêåòå Matlab.
Òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ñ÷èòàëàñü äîñòèãíóòîé, åñëè ðàç-
íèöà ìåæäó ÊÈÍ, âû÷èñëåííûì íà çàäàííîì è ïðåäûäóùåì øàãå
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áûëà ìåíåå 0,1 %. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì

[(K1 − iK2)
(0)]± =

√
π

n∑

k=0
s0
kϕk(± 1) +

1

2a
√

πi

1− κ

1 + κ
(F2 − iF1).

Ïðî÷íîñòü ñîåäèíåíèÿ äâóõ ìàòåðèàëîâ çàâèñèò îò âåëè÷èíû
íàïðÿæåíèé, äåéñòâóþùèõ íà ëèíèè ðàçäåëà. Íàëè÷èå òðåùèí âáëè-
çè ýòîé ëèíèè îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà âåëè÷èíó íàïðÿ-
æåíèé. Íà ðèñ.4 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè íîðìàëüíûõ è êàñàòåëü-

íûõ íàïðÿæåíèé äëÿ ïðÿìîëèíåéíîé òðåùèíû ïðè äåéñòâèè âíóò-
ðåííåãî äàâëåíèÿ, âû÷èñëåííûõ íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòåé. Ïðè-
íÿòî h = 1.2 è äâà çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ìîäóëåé ñäâèãà µ2/µ1 = 1/3
(1) è µ2/µ1 = 3 (2) (ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ).

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè íóæíî çàäàòü ôóíêöèþ g(t), îïèñûâà-
þùóþ âèä òðåùèíû. Ïîëîæèì

g (t) =
n∑

k=0
ckt

k, [g(p0 + q0 − p0 − q0)]
′(t) =

m+n−1∑

r=0
drt

r.

ÊÈÍ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè èìåþò âèä

[(K1 − iK2)
1]± = 0, 5

√
π




m∑

k=0
s1
kϕk(± 1) + i

m+n−1∑

j=0
djϕj(± 1)


 .

Êîýôôèöèåíòû s1
k íàõîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî s0

k ìåòîäîì êîëëîêàöèè.
Äëÿ òðåùèí âèäà ξ2 = ±ε(1 − ξ2

1)
2 â ñëó÷àå áàçîâîé òðåùèíû,

ïàðàëëåëüíîé ãðàíèöå, ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè ÊÈÍ îò îòíîøå-
íèÿ ìîäóëåé ñäâèãà, ôîðìû òðåùèíû, ðàññòîÿíèÿ îò òðåùèíû äî
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ãðàíèöû è ïðèëîæåííîé íàãðóçêè. Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû çàâèñè-
ìîñòè áåçðàçìåðíûõ çíà÷åíèé ÊÈÍ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïðèáëèæå-
íèé ïðè äåéñòâèè âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ íà òðåùèíå, îïèñûâàåìîé
ξ2 = ε(1 − ξ2

1)
2, îò îòíîøåíèÿ ìîäóëåé ñäâèãà µ2/µ1. Çàâèñèìî-

ñòè ïîñòðîåíû ïðè ε = 0, 0, 2, 0, 4, ν1 = ν2 = 0, 3 â ñëó÷àå ïëîñ-
êîé äåôîðìàöèè. Íà ðèñ.6 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè áåçðàçìåðíûõ

çíà÷åíèé ÊÈÍ â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿõ ïðè äåéñòâèè
íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé σ∞22 îò ðàññòîÿíèÿ òðåùèíû äî ìåæôàç-
íîé ãðàíèöû. Îòíîøåíèå ìîäóëåé ñäâèãà µ2/µ1 = 3, ε = 0, 0, 5,
ν1 = ν2 = 0, 3, ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.

Â çàêëþ÷åíèè äèññåðòàöèè ïîäâåäåí èòîã âûïîëíåííûõ èñ-
ñëåäîâàíèé.
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