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�àáîòà âûïîëíåíà íà êà�åäðå òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêèìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñò-âåííîãî óíèâåðñèòåòà.Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü:êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíòÑÌÈ�ÍÎÂ Àíäðåé Ëåîíèäîâè÷Î�èöèàëüíûå îïïîíåíòû:äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî�åññîðÍÀ�ÁÓÒ Ìèõàèë Àëåêñàíäðîâè÷êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóêËÎÏÀÒÓÕÈÍ Àëåêñåé Ëåîíèäîâè÷Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ:Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé Èíñòèòóò ìåõàíèêèÌîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì. Â. ËîìîíîñîâàÇàùèòà ñîñòîèòñÿ ¾ ¿ 2008 ã. â ÷. ìèí. íàçàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 212.232.30 ïî çàùèòå äèññåðòàöèé íàñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà íàóê ïðè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàð-ñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ïî àäðåñó:198504, Ñòàðûé Ïåòåðãî�, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð. ä. 28., àóä. 405.Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â Íàó÷íîé áèáëèîòåêå èì. Ì. �îðüêî-ãî Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïî àäðåñó: Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Óíèâåðñèòåòñêàÿ íàá., ä.7/9Àâòîðå�åðàò ðàçîñëàí ¾ ¿ 2008 ã.Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà,äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî�åññîð Ñ.À.Çåãæäà



ÎÁÙÀß ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÀ �ÀÁÎÒÛÀêòóàëüíîñòü òåìû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òîíêîñòåííûå óïðóãèå îáî-ëî÷å÷íûå êîíñòðóêöèè íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçíûõ îòðàñëÿõïðîìûøëåííîñòè: àâèàñòðîåíèè è ðàêåòíîé òåõíèêå, ñóäîñòðîåíèè, òóðáè-íîñòðîåíèè, à òàêæå ïðè êîíñòðóèðîâàíèè æåëåçîáåòîííûõ ïåðåêðûòèé.Ïîïóëÿðíîñòü òàêîãî ðîäà êîíñòðóêöèé îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî îíè ñî÷å-òàþò â ñåáå ëåãêîñòü ñ âûñîêîé ïðî÷íîñòüþ.Íåêîòîðûå äåòàëè òóðáèí è äâèãàòåëåé, êîìïðåññîðîâ è íàñîñîâ ïðåä-ñòàâëÿþò ñîáîé âðàùàþùèåñÿ ïóñòîòåëûå èëè çàïîëíåííûå òîíêîñòåííûåêîíñòðóêöèè � ¾ñòàêàíû¿. Âàæíåéøèìè çàäà÷àìè ÿâëÿþòñÿ èññëåäîâà-íèå êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ òàêèõ êîíñòðóêöèé, à òàêæå óñëî-âèé âîçíèêíîâåíèÿ ðåçîíàíñà ïðè âîçäåéñòâèè âíåøíèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèë.Â îáåèõ çàäà÷àõ íåîáõîäèìî çíàíèå ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è �îðìñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé êîíñòðóêöèé. Ýòè çàäà÷è ñòèìóëèðîâàëè ðàçâèòèåèññëåäîâàíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé âðàùàþùèõñÿ òîíêîñòåííûõîáîëî÷åê ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèè ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ. Êîëåáàíèÿìíåâðàùàþùèõñÿ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ ïîñâÿùåíî íåìàëî ñòàòåé è ìîíîãðà-�èé. Îäíàêî äèíàìèêà âðàùàþùèõñÿ îáîëî÷åê èçó÷åíà íåäîñòàòî÷íî. Àê-òóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå èññëåäîâàíèå, â êîòîðîì ñîâìåñòíî ó÷èòûâàþòñÿèíåðöèîííûå íàãðóçêè è íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ.Ñóùåñòâóåò ëèøü îãðàíè÷åííîå ÷èñëî ïðîñòûõ çàäà÷, èìåþùèõ àíàëè-òè÷åñêîå ðåøåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëåííûå ìåòîäû íå âñåãäà äàþòõîðîøèå ðåçóëüòàòû (íàïðèìåð, â ñëó÷àå ìàëîñòè îòíîñèòåëüíîé òîëùèíûîáîëî÷êè), à âû÷èñëåíèÿ òðåáóþò áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âðåìåíè. Ââèäóîòñóòñòâèÿ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî ïðîâîäèòü àñèìïòî-òè÷åñêèé àíàëèç àâòîìàòè÷åñêè, çàäà÷à ïðîâåäåíèÿ ïîëíîãî àíàëèçà âîç-ëàãàåòñÿ öåëèêîì íà èññëåäîâàòåëÿ, ÷òî èìååò ðÿä íåäîñòàòêîâ (íàïðèìåð,áîëüøèå çàòðàòû âðåìåíè íà ïðîâåäåíèå àíàëèçà, íåäîñòàòî÷íàÿ íàäåæ-íîñòü è íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà âëèÿíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî �àêòîðà). Âñå âûøåïå-ðå÷èñëåííûå îáñòîÿòåëüñòâà äåëàþò çàäà÷ó ðàçðàáîòêè àëãîðèòìè÷åñêîãîè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ àâòîìàòèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷, èñïîëüçó-þùåãî àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, àêòóàëüíîé.Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóëäëÿ ãëàâíûõ ÷ëåíîâ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé âðàùàþùèõñÿ îáîëî-÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íà íèõ âðàùåíèÿ îáîëî÷êè è âû-çâàííûõ èì íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óêàçàííûõ �îðìóëíåîáõîäèìî ðàçáèòü ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ íà îáëàñòè ïðèíöèïèàëüíî3



ðàçíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé, ò.å. ïîñòðîèòü àñèìïòî-òè÷åñêèå ïîðòðåòû äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâà-þùèõ êîëåáàíèÿ îáîëî÷åê. Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé äëÿñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âêëþ÷àåò â ñåáÿ íàõîæäåíèå ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþêîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè ïàðàìåò-ðîâ, à òàêæå óïðîùåíèå ÷àñòîòíîãî îïðåäåëèòåëÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííûõçàäà÷ â ðàáîòå ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé ãåî-ìåòðèè.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä àñèìïòî-òè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé êîëåáàíèé òîíêèõ îáîëî÷åê, ðàçðàáî-òàííûé À. Ë. �îëüäåíâåéçåðîì, Â. Á. Ëèäñêèì è Ï. Å. Òîâñòèêîì. Îñîáåí-íîñòüþ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèåè èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìîâ âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè äëÿ ðàçðàáîòêèìåòîäà íàõîæäåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ è ÷àñòîòíûõ óðàâíåíèé.Ýòè àëãîðèòìû â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìåòîä äèàãðàììûÍüþòîíà, à â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè � ìåòîä ìíîãîãðàí-íèêà Íüþòîíà. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ â âèäå àñèìïòîòè÷åñêèõðÿäîâ ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì çàäà÷. Èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ÷èñëåííîãî èí-òåãðèðîâàíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè, ìåòîä îðòîãîíàëüíîéïðîãîíêè, ïðåäëîæåííûé Ñ. Ê. �îäóíîâûì.Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Íîâûìè ÿâëÿþòñÿ ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèå�îðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãëàâíûõ ÷ëåíîâ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèéâðàùàþùèõñÿ îáîëî÷åê ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íà íèõ âðàùåíèÿ îáîëî÷êè èâûçâàííûõ èì íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé. Îñíîâíàÿ íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòûñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè äëÿ èçó÷åíèÿõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî è ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèé. Íîâûì òàêæå ÿâëÿåòñÿ èñ-ïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû äëÿ ïîñòðîåíèÿ �îðìàëüíîãîàñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è. �àçðàáîòàííûéàëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ïîðòðåòû äëÿ óðàâíåíèéîñåñèììåòðè÷íûõ è íåîñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé âðàùàþùèõñÿ öèëèí-äðè÷åñêèõ îáîëî÷åê è îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé âðàùàþùèõñÿ êîíè÷å-ñêèõ îáîëî÷åê. Â ÷àñòíîñòè, ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëèë âïåðâûå íàéòè àñèìï-òîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, áëèç-êèõ ê òî÷êå ñãóùåíèÿ äëÿ êîëåáàíèé âðàùàþùåéñÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû â ñëó÷àå, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ � êðàòíûå, �îðìóëû äëÿ ÷àñòîò êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè è èññëå-äîâàòü âëèÿíèå âðàùåíèÿ è íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ÷àñòîòû êîëåáàíèé.4



Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Âñå çàäà÷è ðàññìàòðèâà-þòñÿ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé ìåõàíèêè íà îñíîâå ñòðîãèõ ìåòîäîâìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àñèìïòî-òè÷åñêîãî àíàëèçà è ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè. Äîñòîâåðíîñòüïîäòâåðæäàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî àñèìïòîòè÷å-ñêèì �îðìóëàì, ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷, à òàêæå ñðàâ-íåíèåì ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ.Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-òû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è ìîäåëèðîâàíèè øèðîêî-ãî êëàññà çàäà÷ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ÷àñòüþ êîíñòðóêöèé êîòîðûõ ÿâëÿ-þòñÿ âðàùàþùèåñÿ öèëèíäðè÷åñêèå è êîíè÷åñêèå îáîëî÷êè, â ÷àñòíîñòè,ïðè ðàñ÷åòàõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ðàçëè÷íîãî âèäà âðàùàþùèõñÿ îáîëî÷åê.�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ,çàíèìàþùèõñÿ ïðîåêòèðîâàíèåì òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé â ðàçëè÷íûõîáëàñòÿõ òåõíèêè: àâèà è ðàêåòîñòðîåíèè, ñóäîñòðîåíèè, ñòðîèòåëüñòâå, ìà-øèíîñòðîåíèè è ïðèáîðîñòðîåíèè.Ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ìîãóò áûòü ïîëåç-íû òàêæå ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ò.ê. âïåðâûå ìåòîäû âû÷èñëèòåëü-íîé ãåîìåòðèè áûëè ïðèìåíåíû äëÿ àíàëèçà óðàâíåíèé êîëåáàíèé íåêîòî-ðûõ âðàùàþùèõñÿ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ, ÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü â ïåðâîìïðèáëèæåíèè àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòà-öèè, äîêëàäûâàëèñü íà âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíãðåññàõ è ñèì-ïîçèóìàõ: Âñåðîññèéñêîì ñúåçäå ïî ïðîìûøëåííîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìà-òèêå (ÂÑÏÏÌ`2005, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿ, 2005), Ìåæäóíàðîäíîé íà-ó÷íîé êîí�åðåíöèè ïî ìåõàíèêå ¾Òðåòüè Ïîëÿõîâñêèå ÷òåíèÿ¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2003), 17-îì Êàíàäñêîì Êîíãðåññå ïî Ïðèêëàäíîé Ìåõàíèêå(CANCAM, �àìèëüòîí, Êàíàäà, 1999), Þãî-Âîñòî÷íîé êîí�åðåíöèè ïîïðèêëàäíîé ìåõàíèêå (SECTAM XX, Àëàáàìà, ÑØÀ, 2000), ãäå ðàáîòà[10℄ áûëà îòìå÷åíà òðåòüåé ïðåìèåé êîíêóðñà ñòóäåí÷åñêèõ ðàáîò, íà Ôî-ðóìå Êàíàäñêîãî Èíæåíåðíî-Ìåõàíè÷åñêîãî îáùåñòâà (CSME-Forum, Ìîí-ðåàëü, Êàíàäà, 2000), 3-åé êîí�åðåíöèè Ìàññà÷óñåòñêîãî Òåõíîëîãè÷åñêîãîÓíèâåðñèòåòà ïî âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêå è ìåõàíèêå äå�îðìèðóå-ìîãî òâåðäîãî òåëà (The 3rd MIT Conferene on Solid and Fluid Mehanis,Êýìáðèäæ, ÑØÀ, 2005), Ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ïî èçó÷åíèþ òåí-äåíöèé â ïðèìåíåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ìåõàíèêå (STAMM, Âåíà,Àâñòðèÿ, 2006).�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáñóæäàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êà�åäðû5



òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî�àêóëüòåòà ÑÏá�Ó, ñåìèíàðå ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîø-íîé ñðåäû¿ (Ï�ÓÏÑ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2006) è ñåìèíàðå ¾Óïðóãîñòü èïëàñòè÷íîñòü¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî�åññîðà �. À. Âàñèíà (ÍÈÈ ìåõàíè-êè Ì�Ó, Ìîñêâà, 2007).Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðà-áîòàõ [1-10℄. �àáîòà [10℄ îïóáëèêîâàíà â æóðíàëå, ðåêîìåíäîâàííîì ÂÀÊ(Ïåðå÷åíü. Áþëëåòåíü ÂÀÊ, 2007, �1, ñ. 3-39). Â ðàáîòàõ [1, 3, 9℄, îïóá-ëèêîâàííûõ â ñîàâòîðñòâå ñ À. Ë. Ñìèðíîâûì è Å. Ì. Õàñåãàíó, äèñ-ñåðòàíòó ïðèíàäëåæèò ðåàëèçàöèÿ (ïðè ïîìîùè âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìûMathematia) àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ �îðìàëüíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøå-íèÿ çàäà÷, ðàçðàáîòàííîãî ñîâìåñòíî ñî À. Ë. Ñìèðíîâûì, à òàêæå ïðî-âåäåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé íåâðàùàþùèõñÿòîíêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ýòèõ ðàáîòàõ ïðè-íàäëåæèò À. Ë. Ñìèðíîâó è Å. Ì. Õàñåãàíó. Â ðàáîòàõ [4, 5℄ àâòîðîì äèññåð-òàöèè ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñâîáîäíûõêîëåáàíèé íåâðàùàþùèõñÿ òîíêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, ïîñòðîåíûîñíîâíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ïîðòðåòû, íàéäåíû âñå óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿè ðåøåíû êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îñíîâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Òàêæå â ýòèõðàáîòàõ äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæèò îñíîâíàÿ èäåÿ îáîáùåíèÿ àëãîðèòìà íàñëó÷àé ÷åòûðåõ è áîëåå ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åíû îñíîâíûå àñèìïòîòè÷åñêèåïîðòðåòû äëÿ âðàùàþùåéñÿ îáîëî÷êè. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, à òàêæå ÷èñëåí-íûå ðàñ÷åòû ïðè ïîìîùè âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû ANSYS ïðèíàäëåæàòÀ. Ë. Ñìèðíîâó.Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. �àáîòà ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ, ââå-äåíèÿ è ïðèëîæåíèÿ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 136 ñòðàíèö,âêëþ÷àÿ 34 ðèñóíêà, 15 òàáëèö è 10 ñòðàíèö áèáëèîãðà�èè, ñîäåðæàùåé96 íàèìåíîâàíèé.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
• Ïðåäëîæåí àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè âûïóêëîé îáîëî÷êèòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà (ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà), ïîçâîëÿþùèé íàõî-äèòü ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ áîëüøèå èìàëûå ïàðàìåòðû.
• �àçðàáîòàí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-íèé êîëåáàíèé âðàùàþùèõñÿ òîíêèõ îáîëî÷åê, ïîçâîëÿþùèé, â ÷àñò-íîñòè, ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðòðåò, òî åñòü ðàçáèåíèå ïðî-6



ñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â êàæ-äîé èç îáëàñòåé êîòîðîãî àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ èìåþò îäèíàêîâîåïðåäñòàâëåíèå. Òàêèå àñèìïòîòè÷åñêèå ïîðòðåòû áûëè ïîñòðîåíû äëÿ� îñåñèììåòðè÷íûõ è íåîñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé âðàùàþùèõñÿöèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê;� îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé âðàùàþùèõñÿêîíè÷åñêèõ îáîëî÷åê.
• Ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ÷àñòîò êîëåáàíèé âðàùàþùèõñÿ îáîëî÷åê äëÿ ðàçíûõ îáëàñòåé ïàðà-ìåòðîâ è äëÿ ðàçíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, õîðîøî ñîãëàñóþùèåñÿ ñðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.ÑÎÄÅ�ÆÀÍÈÅ �ÀÁÎÒÛÂî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, óêàçû-âàåòñÿ öåëü è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð ëèòåðàòóðûïî òåìå äèññåðòàöèè. Îòìå÷åíî, ÷òî çíà÷èòåëüíûé âêëàä â �óíäàìåíòàëü-íûå èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè áûë âíåñåí Â. Ç. Âëàñîâûì, À. Ë. �îëü-äåíâåéçåðîì, À. È. Ëóðüå, Õ. Ì. Ìóøòàðè, Â. Â. Íîâîæèëîâûì, Ý. È. �ðè-ãîëþêîì è äðóãèìè ó÷åíûìè, ñîçäàâøèìè ñîáñòâåííûå íàó÷íûå øêîëû.Âðàùàþùèåñÿ îáîëî÷êè âðàùåíèÿ âïåðâûå áûëè ðàññìîòðåíû G. H. Bryan,à çàòåì â òðóäàõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ: Ä. Ì. Êëèìîâà,Â. Ô. Æóðàâëåâà, Þ. Ñ. Âîðîáüåâà, Ñ. È. Äåòèñòîâà, Â. �. Âèëüêå,Í. Å. Åãàðìèíà, À. Ë. Ñìèðíîâà, Ï. Å. Òîâñòèêà, R. A. DiTaranto,S. C. Huang, W. Soedel, K. Hayashi, M. Lessen, A. Srinivasan, G. Lauterbah,J. Padovan è äðóãèõ. Ìåòîäû àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ îáîëî÷åê áûëèðàçâèòû â ðàáîòàõ À. Ë. �îëüäåíâåéçåðà, Â. Á. Ëèäñêîãî, Ï. Å. Òîâñòèêà,À. �. Àñëàíÿíà, A. H. Nayfeh, F. W.J. Olver, Â. Ç. Âëàñîâà è äðóãèõ, à ìå-òîäû âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè � â ðàáîòàõ M. I. Shamos, F. P. Preparata,R. L. Graham, J. O'Rourke, C. B. Barber è äðóãèõ. Âî ââåäåíèè òàêæå ñ�îð-ìóëèðîâàíà öåëü ðàáîòû, êðàòêî îïèñàíà ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè è ñîäåð-æàíèå ïîñëåäóþùèõ ãëàâ, îõàðàêòåðèçîâàíà åå íàó÷íàÿ íîâèçíà, à òàêæåòåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü, ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòà-òû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâåäåí ïîäðîáíûé âûâîä ñèñòåìû óðàâíåíèé êîëåáà-íèé òîíêèõ çàìêíóòûõ âðàùàþùèõñÿ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ ñ ïðÿìûìè êðàÿ-7



ìè. Îáùàÿ ñèñòåìà âûâåäåíà ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà �àìèëüòîíà â áåçðàçìåð-íûõ îðòîãîíàëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿãèïîòåçû, õàðàêòåðíûå äëÿ òåîðèé òèïà Êèðõãî�à � Ëÿâà, è ñîîòíîøå-íèÿ óïðóãîñòè Íîâîæèëîâà � Áàëàáóõà. �àçäåë 1.4 ïîñâÿùåí îïðåäåëåíèþïëîòíîñòè ýíåðãèè äå�îðìàöèè è íàõîæäåíèþ íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé.Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà, çàïèñàííàÿ â ïåðåìåùåíèÿõ, â ìàòðè÷íîì âèäå èìååòâèä
LU = 0,ãäå

L = L0 + µ4Lµ −
(

1 − ν2
) (

λ2I + 2λΩLC + Ω2 (Le + LT1
+ LT2

)
)

,

U = (u, v, w), ãäå u, v, w � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé.Â âûøåïðèâåäåííîé ñèñòåìå L0 � áåçìîìåíòíûé îïåðàòîð, ñâÿçàííûé ñðàñòÿæåíèåì � ñæàòèåì îáîëî÷êè, Lµ � ìîìåíòíûé îïåðàòîð, ñâÿçàííûéñ èçãèáîì � êðó÷åíèåì îáîëî÷êè, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, LC � îïåðàòîð,ñâÿçàííûé ñ óñêîðåíèåì Êîðèîëèñà, Le � îïåðàòîð, ñâÿçàííûé ñ öåíòðî-áåæíûìè ñèëàìè, à îïåðàòîðû LT1
è LT2

ïîðîæäåíû îñåâûì è îêðóæíûìíà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè. Çäåñü ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, µ2 = h∗
R
√

12� îñíîâíîé ïàðàìåòð îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû îáîëî÷êè, ãäå h∗ � òîëùèíàîáîëî÷êè, R � ðàäèóñ îáîëî÷êè. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿîïåðàòîð
LC =





0 cos θ 0
cos θ 0 − sin θ

0 − sin θ 0



 ,ãäå θ (s) � óãîë ìåæäó âåêòîðîì íîðìàëè ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è îñüþñèììåòðèè, s � äëèíà äóãè ìåðèäèàíû, à îïåðàòîð LΩ = Le + LT1
+ LT2

,çàâèñÿùèé îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå
LΩ =





−m2 −2m cos θ 0
−2m cos θ −m2 2m sin θ

0 2m sin θ −m2



+ PLP ,ãäå m � ÷èñëî âîëí ïî ïàðàëëåëè. �àññìàòðèâàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿòðåõ âèäîâ: øàðíèðíîå îïèðàíèå íà îáîèõ êðàÿõ, æåñòêàÿ çàäåëêà è ñèì-ìåòðè÷íîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, íàçâàííîå îñîáûì, ïðè êîòîðîì â óñëîâèèøàðíèðíîãî îïèðàíèÿ óñëîâèå T1 = 0 (ãäå T1 � íà÷àëüíîå íàïðÿæåíèå âîñåâîì íàïðàâëåíèè) çàìåíåíî íà u = 0. Âåëè÷èíà P îòëè÷íà îò íóëÿ òîëü-êî äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, â êîòîðûõ íà îáîèõ êðàÿõ u = 0 è îïðåäåëåíà8



äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáîëî÷êè âðàùåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ öèëèíäðè÷åñêîéîáîëî÷êè P = ν.�åøåíèÿ U = (u, v, w) èùóòñÿ â �îðìå ¾áåãóùèõ âîëí¿, à àìïëèòóä-íûå �óíêöèè U(s), V (s), W (s) ïðåäñòàâëåíû â ýêñïîíåíöèàëüíîé �îðìå,íàïðèìåð U = U0e
ps. Ïðè ýòîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäå-ëåíèÿ êîðíåé p èìååò âèä

N
∑

i=1

Pi (p; λ, m, µ, Ω, s) =
N
∑

i=1

pkiµαiλβimγiΩπiai(s) = 0.Ïàðàìåòðàìè â çàäà÷å êîëåáàíèé âðàùàþùèõñÿ òîíêèõ öèëèíäðè÷åñêèõîáîëî÷åê ÿâëÿþòñÿ îñíîâíîé ïàðàìåòð îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû îáîëî÷-êè µ, λ � ÷àñòîòà êîëåáàíèé, m � ÷èñëî âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè,
Ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ è äëÿ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè � ïàðàìåòðêîíóñíîñòè cos θ.Ïîäðîáíûé àíàëèç ñðàâíåíèÿ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ àâòîðîì äèññåð-òàöèè è äðóãèìè àâòîðàìè, ïðåäñòàâëåí â êîíöå ïåðâîé ãëàâû.Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä èññëåäîâà-íèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â ïåðâîé ãëàâå. Â ñëó÷àåçàäà÷ ñ îäíèì ìàëûì ïàðàìåòðîì � ýòî ìåòîä äèàãðàììû Íüþòîíà, à âìíîãîìåðíîì ñëó÷àå � ìåòîä ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà. Ýòîò ìåòîä äàåòâîçìîæíîñòü íàõîäèòü êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé. Íàçîâåì èçîáðàæàþùèìè òî÷êàìè òî÷êè Mi âïðîñòðàíñòâå (k, α, β, γ, π). Êàæäîé òî÷êå ïðèïèñàí åå ¾âåñ¿ ai, ñ êîòîðûìäàííûé ÷ëåí âõîäèò â õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. �ëàâíûå ÷ëåíû ýòîãîóðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èçîáðàæàþùèìè òî÷êàìè, ëåæàùèìè íà âûïóê-ëîé îáîëî÷êå òî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå (k, α, β, γ, π). Â ñëó÷àåçàäà÷è êîëåáàíèÿ âðàùàþùåéñÿ òîíêîé îáîëî÷êè âðàùåíèÿ ãëàâíûìè áó-äóò ÿâëÿòüñÿ òå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ, èçîáðàæàþùèå òî÷êè êîòîðûõ ëåæàòíà ¾íèæíåé ÷àñòè¿ âûïóêëîé îáîëî÷êè, ò.å. òå òî÷êè, êîòîðûå âèäíû èçòî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (0,−∞, 0, 0, 0).Â çàâåðøåíèå âòîðîé ãëàâû îïèñûâàþòñÿ ìåòîäû óïðîùåíèÿ õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïîëó÷åíî ðåøåíèå õàðàêòåðè-ñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ (m = 0) è íåîñåñèììåòðè÷íûõ
(m 6= 0) êîëåáàíèé íåâðàùàþùåéñÿ (Ω = 0) è âðàùàþùåéñÿ (Ω 6= 0) öèëèí-äðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Ñ ïîìîùüþ ñðåäñòâ âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè ïîëó-÷åíû ðåøåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ: äâóìåð-íîãî (µ, λ), òðåõìåðíîãî (µ, λ, m) è ÷åòûðåõìåðíîãî (µ, λ, m, Ω). �ëàâíûå÷ëåíû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíÿìè âûïóêëîé9



îáîëî÷êè ìíîæåñòâà òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå ñòåïåíåé ïàðàìåòðîâ. Äëÿ êàæ-äîé ãðàíè ãëàâíûå ÷ëåíû ïîëèíîìà áóäóò ðàçíûìè. Êàæäàÿ ãðàíü îïðå-äåëÿåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïàðàìåòðàìè λ, m, Ω (èëè cos θ) è îñíîâíûììàëûì ïàðàìåòðîì µ, êîòîðîå ìîæíî âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé
λ = λ0µ

κ, m = m0µ
−τ è Ω = Ω0µ

ε (èëè cos θ = cos θ0µ
τ ). Íà ïàðàìåò-ðû íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ: −2 < κ < ∞, 0 ≤ −τ < 2,

λ0 > 0, m0 ≥ 0, 0 < ε < ∞. Íàáîð òî÷åê {κi, τi, εi}, â êîòîðûõ ìå-íÿåòñÿ ñòðóêòóðà âûïóêëîé îáîëî÷êè, íàçîâåì êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè, âêàæäîé èç êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ,ò.å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, âêëþ÷àþùåãî òîëüêî ãëàâíûå ÷ëåíû. Äëÿ òîãî÷òîáû ïîñòðîèòü ðåøåíèÿ äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé {λ, m, Ω} (èëè
{λ, cos θ, Ω} äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè), ðàç-äåëèì ïîëíóþ îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ (λ, m, Ω) íà ïîäîáëàñòè, ðàñ-ïîëîæèâ êðèòè÷åñêèå òî÷êè {κi, τi, εi} íà ðàññìàòðèâàåìîé ïîëíîé îáëàñòèçíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (λ, m, Ω). Äëÿ ëþáûõ {λ, m, Ω} âíóòðè êàæäîé ïîä-îáëàñòè ñòðóêòóðà âûïóêëîé îáîëî÷êè íå èçìåíÿåòñÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî,âèä óêîðî÷åííûõ óðàâíåíèé ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîäîáíîãî ðîäà ðàçáèåíèÿ ïðî-ñòðàíñòâà {κ, τ, ε} íà ïîäîáëàñòè êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè, ìíîãîóãîëüíèêà-ìè íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîðòðåòîì (òåðìèí ïðåäëîæåí Á. Í. Êâàñíè-êîâûì). Òàêèì îáðàçîì, çà�èêñèðîâàâ òîëüêî îäíî ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèåâåëè÷èí {λ, m, Ω} âíóòðè êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé, ìîæíî ïîëó÷èòü çíà-÷åíèÿ êîðíåé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ âíóòðè êàæäîé ïîäîáëàñòè. Â ýòîéãëàâå íàéäåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ïîðòðåòû äëÿ ñëó÷àåâ îñåñèììåòðè÷íûõè íåîñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé íåâðàùàþùåéñÿ è âðàùàþùåéñÿ öèëèí-äðè÷åñêîé îáîëî÷êè, à òàêæå äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé êîíè÷åñêîéîáîëî÷êè (ñì. ðèñ. 1à). Íà ðèñóíêå 1á èçîáðàæåí àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðòðåòäëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé âðàùàþùåéñÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êèâ äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (κ, ε), ïîëó÷åííûé ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè
cos θ → 0 àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîðòðåòà (ðèñ. 1à). Îòäåëüíî ðàññìîòðåíû ñëó-÷àè, êîãäà ïàðàìåòð ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû áëèçîê ê òî÷êå ñãóùåíèÿ ÷àñòîò
λ ∼ 1.Â òðåòüåé ãëàâå ðåçóëüòàòû ïåðâîé è âòîðîé ãëàâ èñïîëüçóþòñÿ äëÿïîñòðîåíèÿ �îðìàëüíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â çàäà÷àõ î êîëåáàíè-ÿõ òîíêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ è êîíè÷åñêèõ îáîëî÷åê.Òðåòüÿ ãëàâà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ êàñàåòñÿ îñå-ñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé îáîëî÷åê, à âòîðàÿ � íåîñåñèììåòðè÷íûõ.Â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû íàéäåíû íèçêèå ÷àñòîòû îñåñèììåòðè÷íûõ êîëå-áàíèé öèëèíäðè÷åñêèõ âðàùàþùèõñÿ îáîëî÷åê äëÿ òðåõ òèïîâ çàêðåïëå-10



�èñ. 1. Àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðòðåò (à) â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ(κ, τ, ε) äëÿ îñåñèììåò-ðè÷íûõ êîëåáàíèé âðàùàþùåéñÿ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè. Àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðòðåò (á)â ïðîñòðàíñòâå(κ, ε) äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé âðàùàþùåéñÿ öèëèíäðè÷åñêîéîáîëî÷êè (èëè êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè cos θ → 0).íèÿ êðàåâ: æåñòêîé çàäåëêè, øàðíèðíîãî è îñîáîãî îïèðàíèÿ. Ïîêàçàíî,÷òî ñïîñîá çàêðåïëåíèÿ êðàåâ îáîëî÷êè è åå âðàùåíèå íå âëèÿþò íà ãëàâ-íûå ÷ëåíû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé.Â çàäà÷å î âûñîêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèÿõ äëÿ âñåõ òðåõ âèäîâ ðàññìàò-ðèâàåìûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äâå ñåðèè ÷àñòîò îäèíàêîâûå
λ

(1)
k =

πk√
1 − ν2L

, λ
(2)
k =

πk
√

2 (1 + ν)L
,òðåòüÿ ñåðèÿ äëÿ æåñòêîé çàäåëêè, øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ è îñîáîãî îïè-ðàíèÿ êðàåâ èìååò âèä, ñîîòâåòñòâåííî

λ
(3)
k =

(

π (2k + 1) µ

2L 4
√

1 − ν2

)2

, λ
(3)
k =

(

πkµ
4
√

1 − ν2L

)2

, λ
(3)
k =

πk
√

νΩ

L
.Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûñîêèõ ÷àñòîò ñïîñîá çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ îáîëî÷-êè âëèÿåò íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé, à äëÿ îñîáîãî òèïà îïèðàíèÿíà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû òàêæå âëèÿåò âðàùåíèå îáîëî÷êè.Èññëåäîâàíèå ÷àñòîò, áëèçêèõ ê òî÷êå ñãóùåíèÿ λ ≈ 1, íà÷àòî ñ àíàëèçàîñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé íåâðàùàþùèõñÿ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñæåñòêî çàêðåïëåííûìè êðàÿìè. Äëÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êè (κ = 4

3

) íàéäåííîåóðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûìèäðóãèìè àâòîðàìè. Äëÿ 0 < κ < 4
3 â äèññåðòàöèè ïîëó÷åííî íîâîå ïðèáëè-æåííîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà λ̃ = λ − 1:tg(Lλ̃1/4(1−ν2)
1/4

µ

)

=
2µν

λ̃3/4 (1 − ν2)1/4
.11



�àññìîòðåíû ÷àñòîòû îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé âðàùàþùèõñÿ öè-ëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñ îñîáûì ñëó÷àåì çàêðåïëåíèÿ êðàåâ, áëèçêèå êòî÷êå ñãóùåíèÿ λ ≈ 1. Äëÿ íèõ ïîëó÷åíû äâå ñåðèè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò íàêðèòè÷åñêîì ñåãìåíòå τ = κ

λ
(1)
k = 1 + λ̃ =

√
2πk√

1 + νL
, λ

(2)
k = 1 + λ̃ = 1 +

(

πk
L

)4
νΩ2 − ν2

(

πk
L

)2 .Äëÿ êîíè÷åñêèõ îáîëî÷åê ðàññìîòðåíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íèçêèõ ÷à-ñòîò îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé îáîëî÷åê ñ æåñòêèìè è øàðíèðíî îïåð-òûìè êðàÿìè. Äëÿ îáîèõ òèïîâ çàêðåïëåíèÿ êðàåâ ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿñåðèÿ ÷àñòîò:
λk =

√

√

√

√

√





(

2πkR
(

1 − ν2
)

L

)2

+ cos2 θ





1

4R2 (1 − ν2)2 .Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, cos θ = 0, ïîëó÷àåì ñåðèþ ÷àñòîò äëÿ öèëèíäðè-÷åñêîé îáîëî÷êè.Ïåðâóþ ÷àñòü òðåòüåé ãëàâû çàâåðøàåò ïàðàãðà�, â êîòîðîì ìåòîäîìîðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè èíòåãðèðóþòñÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé öèëèíäðè-÷åñêèõ îáîëî÷åê ñ æåñòêî çàêðåïëåííûìè êðàÿìè è ñ ïàðàìåòðàìè L = 3,
ν = 0.3, m = 0, Ω = µ1. Ñ ðîñòîì µ óâåëè÷èâàåòñÿ òî÷íîå çíà÷åíèå λ, àòàêæå îøèáêà åãî íàõîæäåíèÿ. Äëÿ µ = 0.05 ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå àñèìïòî-òè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé íèçêèõ è âûñîêèõ ÷àñòîò, à òàêæå ÷àñòîò,ëåæàùèõ âáëèçè òî÷êè ñãóùåíèÿ.Äëÿ íåîñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ðåøåíûíåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ çàäà÷, àñèìïòîòè÷åñêèå ïîðòðåòû êîòîðûõ íàé-äåíû â ãëàâå 2 (ñì. ðèñ. 2). Òàê, â ñëó÷àå øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ êðàåâäëÿ êðèòè÷åñêîé îáëàñòè κ = 2 − 2τ íàéäåííûå ÷àñòîòû íå çàâèñÿò îò Ω;à äëÿ êðèòè÷åñêîé îáëàñòè ε = κ + τ â ñëó÷àå øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ êðà-åâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ �îðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðà ñîáñòâåííîé÷àñòîòû:

λ2
k =

(

πk

Lm

)4

+
m4µ4

1 − ν2
+ m2Ω2.Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðè ñèììåòðè÷íûõãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ òèïà øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ èìåþò âèä pk = πk

L .Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ýòî ðåøåíèå òî÷íûì. Ýòà çàäà÷à òàêæå ðå-øåíà ÷èñëåííî, è â äèññåðòàöèè ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå òî÷íûõ (äëÿ ïîëî-12



�èñ. 2. Àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðòðåò äëÿ íåîñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé íåâðàùàþùèõ-ñÿ (à) è âðàùàþùèõñÿ (á) öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê.æèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ Ω) è àñèìïòîòè÷åñêîãî çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ÷àñòîò λ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ m è Ω ïðè �èêñèðîâàííîì µ.Äëÿ íåîñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé áûñòðî âðàùàþùèõñÿ öèëèíäðè÷å-ñêèõ îáîëî÷åê (êðèòè÷åñêèé ñåãìåíò κ = 0 íà ïëîñêîñòè ε = 1) äëÿ øàð-íèðíîãî è îñîáîãî îïèðàíèÿ íàéäåíû, ñîîòâåòñòâåííî, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû
λ2

k =
(πk)2

(Lm)2 + (πk)2 , tg

(

Lm
√

λ√
1 − λ

)

=
λ√

1 − λ2
.Çàìåòèì, ÷òî èñêîìàÿ ÷àñòîòà λ ∼ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåð-âûå ñåðèè ïîëó÷åííûõ ÷àñòîò ëåæàëè â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, L äîëæ-íî áûòü áîëüøèì.Íàéäåíû òàêæå ñëåäóþùèå ãëàâíûå ÷ëåíû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò äëÿíåîñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé âðàùàþùèõñÿ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åêäëÿ øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ (êðèòè÷åñêèé ñåãìåíò ε = κ íà ïëîñêîñòè τ = 0):

λk = Ω − πk√
2L2

,êîòîðûå âåðíû äëÿ äëèííîé îáîëî÷êè ñ ìàëåíüêèì ÷èñëîì âîëí â ìåðèäè-îíàëüíîì íàïðàâëåíèè.Âî âòîðîé ÷àñòè òðåòüåé ãëàâû ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ðå-øåíèÿ â îêðåñòíîñòè λ = 1 äëÿ íåîñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé âðàùàþ-ùåéñÿ îáîëî÷êè. Íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò íåîñåñèì-ìåòðè÷íûõ êîëåáàíèé íåâðàùàþùåéñÿ îáîëî÷êè ñ æåñòêî çàêðåïëåííûìèêðàÿìè äëÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êè {κ, τ} = {4/3, 0}:
λ2 = 1 + µ

4/3
∗
(

2m2 + ν2
)2/3 x6 − 1

x2
,13



ãäå x íàõîäèòñÿ èç ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:tg(µ−2/3
∗

(

2m2 + ν2
)1/6

Lx
)

=
2
(

x3 − 1
)

√

x6 + 2x3

4x3 − 1
.Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è äëÿ âðàùàþùèõñÿ öèëèíäðè÷åñêèõ îáî-ëî÷åê. Àñèìïòîòè÷åñêèå ïîðòðåòû äëÿ øàðíèðíîãî è îñîáîãî îïèðàíèÿêðàåâ ïîñòðîåíû âî âòîðîé ãëàâå (ñì. ðèñ. 3). Äëÿ îñîáîãî îïèðàíèÿ íàêðèòè÷åñêîì ìíîãîóãîëüíèêå ε = τ + κ̃ íàéäåíû ÷àñòîòû

λk = 1 + λ̃ = 1 +

(

πk
L

)4
νΩ2 + m2

(

πk
L

)2 .Äëÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ êðàåâ íà êðèòè÷åñêîì ìíîãîóãîëüíèêå
2ε = 2τ + κ̃ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ðàâíû

λk = 1 + λ̃ = 1 +

(

πkµ

L

)4
1

1 − ν2
+ m2Ω2.

�èñ. 3. Àñèìïòîòè÷åñêèå ïîðòðåòû äëÿ íåîñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé âðàùàþùåéñÿöèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè äëÿ îñíîâíîãî (à) è îñîáîãî (á) ñëó÷àåâ äëÿ λ, áëèçêîé ê 1.Çàêàí÷èâàåòñÿ ãëàâà 3 ïîñòðîåíèåì ðåøåíèÿ â îáëàñòè, ãäå õàðàêòå-ðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êðàòíûå êîðíè. Àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðòðåò,ñîîòâåòñòâóþùèé âòîðîìó ïðèáëèæåíèþ èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 4à, à åãîïðîåêöèÿ (κ, τ) ïðè ε = 2 � íà ðèñóíêå 4á.Äëÿ çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà æåñòêîé çàäåëêè íàéäåíîâòîðîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ÷àñòîòû λ:
ctg

(

−L
√

λ
(

1 − ν2
)1/4

µ

)

=
a

b
,14



�èñ. 4. Àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðòðåò (à), ñîîòâåòñòâóþùèé âòîðîìó ïðèáëèæåíèþ â ïðî-ñòðàíñòâå (κ, τ, ε) è åãî ïðîåêöèÿ (á) íà ïëîñêîñòü (κ, τ) äëÿ íåîñåñèììåòðè÷íûõ êîëå-áàíèé âðàùàþùåéñÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè äëÿ øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ.ãäå
a = 2λµ2

√

1 − ν2
(

ν3 + 4ν2 + 6ν + 4
)

,

b = m2
(

λ2
(

1 − ν2
)

(1 + ν)2 + µ4ν2 (2 + ν)2
)

.Ýòî âûðàæåíèå âåðíî äëÿ äëèííûõ îáîëî÷åê (L ≫ 1).Äëÿ ýòîé æå çàäà÷è, íî ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà øàðíèðíîãî îïè-ðàíèÿ, ïîëó÷åíà ÷àñòîòà
λk =

π2k2µ2

(1 − ν2)1/2 L2
.Â ïðèëîæåíèè 1 êðàòêî ïðåäñòàâëåíû ìåòîäû è àëãîðèòìû ïîñòðîå-íèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè äëÿ èçó÷åíèÿ õàðàê-òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ: ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîéîáîëî÷êè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå ¾ñêàíèðî-âàíèÿ �ðýìà¿, àëãîðèòì, ðàçðàáîòàííûé àâòîðîì äèññåðòàöèè, â îñíîâó êî-òîðîãî ïîëîæåí ïðèíöèï ¾çàâîðà÷èâàíèÿ ïîäàðêà¿ äëÿ äâóìåðíîãî è òðåõ-ìåðíîãî ñëó÷àåâ; à òàêæå àëãîðèòì ¾áûñòðîãî ïîèñêà¿, íà îñíîâå êîòîðîãîíàïèñàíà ïðîãðàììà Qhull, èñïîëüçóåìàÿ â äèññåðòàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿâûïóêëîé îáîëî÷êè â ïðîñòðàíñòâå ÷åòûðåõ è áîëåå ïàðàìåòðîâ.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ[1℄ Landman, I. M. Asymptoti integration of thin shell equations by meansof omputer algebra methods / I. M. Landman, A. L. Smirnov, E. M. Haseganu// Proeedings of the 17th Canadian Congress on Applied Mehanis. �Hamilton (Canada): 1999. � Pp.37�38.15
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