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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ äâóìåðíûìè ëîêàëüíûìè
ïîëÿìè. Ìíîãîìåðíûå ëîêàëüíûå ïîëÿ áûëè ââåäåíû À. Í. Ïàðøèíûì è Ê. Êàòî è
ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì îáû÷íûõ ëîêàëüíûõ ïîëåé. Ñåé÷àñ îíè äîñòà-
òî÷íî èçó÷åíû, È. Á. Æóêîâûì â [4] è [18] äîêàçàíà òåîðåìà î êëàññèôèêàöèè. Íà
ìíîãîìåðíûõ ëîêàëüíûõ ïîëÿõ îïðåäåëåíà òîïîëîãèÿ, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò òîïîëîãèè
ïîëåé âû÷åòîâ; îíà áûëà îïèñàíà À.Í. Ïàðøèíûì â [8]. Ýòî ñèëüíåéøàÿ òîïîëîãèÿ,
äëÿ êîòîðîé ëþáîé ýëåìåíò îäíîçíà÷íî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñõîäÿùèéñÿ ðÿä, â êîòî-
ðîì êàæäîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ â íåêîòîðûõ
ñòåïåíÿõ è ïðåäñòàâèòåëÿ ýëåìåíòà èç ïîñëåäíåãî ïîëÿ âû÷åòîâ. Òàêàÿ òîïîëîãèÿ
îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî, åñëè ïåðâîå ïîëå âû÷åòîâ èìååò íåíóëåâóþ õàðàêòåðèñòèêó.

Â òåîðèè ïîëåé êëàññîâ ìíîãîìåðíûõ ëîêàëüíûõ ïîëåé âìåñòî ìóëüòèïëèêàòèâ-
íûõ ãðóïï èñïîëüçóþòñÿ ìèëíîðîâñêèå K-ãðóïïû. Äëÿ îáû÷íûõ ëîêàëüíûõ ïîëåé
ñòðîåíèå K-ãðóïï õîðîøî èçâåñòíî. Ïðî âòîðóþ ìèëíîðîâñêóþ K-ãðóïïó Ê. Ìóðîì
áûëî äîêàçàíî, ÷òî îíà èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå äâóõ ñëàãàåìûõ, îäíî èç êîòîðûõ
� ãðóïïà êîðíåé èç åäèíèöû èñõîäíîãî ïîëÿ, à âòîðîå � ïîäãðóïïà K-ãðóïïû, ñî-
ñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ, äåëÿùèõñÿ íà êîëè÷åñòâî êîðíåé èç åäèíèöû; â ðàáîòàõ Äæ.
Òýéòà [17], À. À. Ñóñëèíà [16], Äæ. Êàððîëà [10], À. Ñ. Ìåðêóðüåâà [15] äîêàçàíî,
÷òî ýòà ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî äåëèìîé. Ì. ß. Ñèâèöêèé â [9] ïðîâåðèë, ÷òî
ìèëíîðîâñêàÿ K-ãðóïïà ñ íîìåðîì áîëüøå äâóõ ñàìà ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî äåëèìîé.

Ìèëíîðîâñêèå ãðóïïû ìíîãîìåðíûõ ëîêàëüíûõ ïîëåé ðàññìàòðèâàëèñü êàê òî-
ïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ ðàçëè÷íûìè òîïîëîãèÿìè, îïèñàííûìè, íàïðèìåð, â
[5] è [13]. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîïîëîãèþ, ââåäåííóþ À.Í. Ïàðøèíûì. À èìåí-
íî ýòî ñèëüíåéøàÿ òîïîëîãèÿ íà n-é ìèëíîðîâñêîé ãðóïïå, äëÿ êîòîðîé íåïðåðûâíî
îòîáðàæåíèå èç n-êðàòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëÿ â ýòó ãðóïïó, à òàêæå ñåêâåíöèàëüíî
íåïðåðûâíû ãðóïïîâûå îïåðàöèè. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì òîïîëîãèÿ íå ÿâëÿåò-
ñÿ õàóñäîðôîâîé, è ÷àùå âìåñòî èñõîäíîé ãðóïïû ðàññìàòðèâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïà ïî
ïîäãðóïïå, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè èç ïåðåñå÷åíèÿ îêðåñòíîñòåé íóëÿ. Äëÿ äâóìåð-
íîãî ëîêàëüíîãî ïîëÿ îïèñàííàÿ ôàêòîðãðóïïà ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé,
õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê. Äëÿ ïîëÿ íåíóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ýòà òîïîëîãè-
÷åñêàÿ ãðóïïà îïèñàíà À. Í. Ïàðøèíûì â [8] â ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäíåå ïîëÿ âû÷åòîâ
êîíå÷íî; íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ïîëó÷åíû Á. Ì. Áåêêåðîì [1] è È. Á. Ôåñåíêî [12].

Äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ K-ãðóïï îïðåäåëåí ñèìâîë Ãèëüáåðòà, ñâÿçàííûé ñ îòîáðà-
æåíèåì âçàèìíîñòè, à èìåííî, ýòî îòîáðàæåíèå èç Ktop

n F/pm × F ∗/F ∗pm â ãðóïïó
êîðíåé pm-é ñòåïåíè èç åäèíèöû, òàêîå, ÷òî (α, β)pm = pm√

β
Ψ(α)−1, ãäå Ψ � îòîáðà-

æåíèå âçàèìíîñòè ïîëÿ F . Ñ. Â. Âîñòîêîâûì áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ
ñèìâîëà Ãèëüáåðòà: äëÿ îäíîìåðíîãî ëîêàëüíîãî ïîëÿ â 1978 ãîäó, [2], è äëÿ ìíîãî-
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ìåðíûõ ëîêàëüíûõ ïîëåé â ñåðèè ðàáîò, îïóáëèêîâàííûõ íà÷èíàÿ ñ 1985 ãîäà, [3].
Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïîëó÷åííàÿ èç âòîðîé

ìèëíîðîâñêîé ãðóïïû äëÿ äâóìåðíîãî ëîêàëüíîãî ïîëÿ íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, ó
êîòîðîãî ïåðâîå ïîëå âû÷åòîâ èìååò íåíóëåâóþ õàðàêòåðèñòèêó, à âòîðîå ïîëå âû-
÷åòîâ êîíå÷íî; äëÿ ìèëíîðîâñêèõ ãðóïï áîëüøåãî ïîðÿäêà òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà
äâóìåðíîãî ïîëÿ òðèâèàëüíà.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû â [5] áûëî îïèñàíî ìíîæåñòâî òî-
ïîëîãè÷åñêèõ îáðàçóþùèõ. Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèâîäèòñÿ ïîëíîå äîêàçà-
òåëüñòâî òîãî, ÷òî ýòè ýëåìåíòû äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé ñòàíäàðòíîãî ïîëÿ, òî åñòü ïîëÿ, ñëàáî íåðàç-
âåòâëåííîãî íàä ñâîèì ïîäïîëåì êîíñòàíò. Äëÿ ïîðÿäêîâ òîïîëîãè÷åñêèõ îáðàçóþ-
ùèõ ïîëó÷åíû îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó, à òàêæå íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîðÿä-
êàìè áåç èõ ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ. Ýòè ðåçóëüòàòû îáîáùàþò ïîëó÷åííûå ðàíåå È. Á.
Æóêîâûì: èì áûëè âû÷èñëåíû ïîðÿäêè îáðàçóþùèõ äëÿ àáñîëþòíî íåðàçâåòâëåí-
íîãî ïîëÿ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ â òðåòüåé ãëàâå. Â íåé ðå÷ü èäåò î íàèìåíü-
øåé çàìêíóòîé ïîäãðóïïå T , ôàêòîðãðóïïà ïî êîòîðîé íå èìååò êðó÷åíèÿ. Ñëó÷àé
ñòàíäàðòíîãî ïîëÿ èçó÷àëñÿ â [5]. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ ïîäãðóïïà ñîâïàäàåò
ñ çàìûêàíèåì êðó÷åíèÿ è ôàêòîðãðóïïà ïî íåé ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ìîäóëåì, ðàíã
êîòîðîãî ðàâåí ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ ïîäïîëÿ êîíñòàíò äàííîãî ïîëÿ íàä ïîëåì p-
àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Òàêæå áûëî ïîëó÷åíî ïðèëîæåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ê àáåëåâûì
ãðóïïàì Ãàëóà. À èìåííî áûëî äîêàçàíî, ÷òî çàìûêàíèå êðó÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïîä-
ãðóïïîé íîðì èç êîìïîçèòà ìàêñèìàëüíîãî àáåëåâà âçàèìíî-ïðîñòîãî ñ p ðàñøèðåíèÿ
ñ êîìïîçèòîì âñåõ áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé. Â äèññåðòàöèè äîêàçàíî,
÷òî ïîäãðóïïà T ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì êðó÷åíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ðàñøèðåíèå ïî-
ëÿ íàä åãî ïîäïîëåì êîíñòàíò ÿâëÿåòñÿ ðó÷íûì, à â îáùåì ñëó÷àå ôàêòîðãðóïïà
çàìûêàíèÿ êðó÷åíèÿ ïî T ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé p-ãðóïïîé ñ îãðàíè÷åííûìè ïî-
ðÿäêàìè ýëåìåíòîâ. Èçó÷åíû ñâîéñòâà ïîäãðóïïû T äëÿ ðàçíûõ ïîëåé: ýòà ïîäãðóïïà
òàê æå, êàê è çàìûêàíèå êðó÷åíèÿ, ñîãëàñîâàíà ñ íîðìîé, è, êðîìå òîãî, ñîãëàñîâàíà
ñ ïåðåõîäîì ê ïîäïîëþ. Íàêîíåö, äîêàçàíî, ÷òî ðàíã ôàêòîðãðóïïû òîïîëîãè÷åñêîé
ãðóïïû ïî T êîíå÷åí, è, êàê è â ñëó÷àå ñòàíäàðòíîãî ïîëÿ, ðàâåí ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ
ïîäïîëÿ êîíñòàíò íàä ïîëåì p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.

Öåëü ðàáîòû Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ
� äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î òîïîëîãè÷åñêèõ îáðàçóþùèõ ìèëíîðîâñêîé K-

ãðóïïû;
� îïèñàíèå ïîäãðóïïû ìèëíîðîâñêîé K-ãðóïïû, áëèçêîé ê çàìûêàíèþ êðó÷åíèÿ,

ôàêòîðãðóïïà ïî êîòîðîé èìååò êîíå÷íûé ðàíã;
� èçó÷åíèå ïîðÿäêîâ îáðàçóþùèõ ìèëíîðîâñêîé K-ãðóïïû ñòàíäàðòíîãî ïîëÿ.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà î âëîæåíèè ïðîèçâîëü-
íîãî ìíîãîìåðíîãî ïîëÿ â ñòàíäàðòíîå, à òàêæå ñâîéñòâà íîðìåííûõ ïîäãðóïï äëÿ
êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé äâóìåðíûõ ïîëåé. Ïðè èçó÷åíèè ñòàíäàðòíîãî ïîëÿ èñïîëü-
çóåòñÿ òåîðèÿ Ìèêè öèêëè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàê-
òåð. Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè äàëüíåéøåì èçó÷åíèè òîïî-
ëîãè÷åñêèõ K-ãðóïï ìíîãîìåðíûõ ëîêàëüíûõ ïîëåé è â èññëåäîâàíèÿõ ïî ëîêàëüíîé
òåîðèè ïîëåé êëàññîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå èì. Ä. Ê. Ôàääååâà.

Ïóáëèêàöèè Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû òðè ðàáîòû, ñïèñîê êîòîðûõ
ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Â æóðíàëå, âõîäÿùåì â ïåðå÷åíü ÂÀÊ, îïóáëèêî-
âàíà îäíà ðàáîòà.

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 86 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò
èç ââåäåíèÿ è ÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà 12 ïàðàãðàôîâ. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò
39 íàçâàíèé.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ñîäåðæèòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñ-
íîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðèâîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Âî âòîðîé ãëàâå
äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, èñïîëüçóåìàÿ â äàëüíåéøèõ äîêàçàòåëüñòâàõ. Îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ â ãëàâå 3. Â ãëàâå 4 áîëåå ïîäðîáíî èçó÷àåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü p � ôèêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî, p > 2. Áóäåì îáîçíà÷àòü:
vp(x) � p-àäè÷åñêîå íîðìèðîâàíèå p-àäè÷åñêîãî ÷èñëà x;
ζp � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü p-é ñòåïåíè èç åäèíèöû.
℘ � îòîáðàæåíèå x 7→ xp − x.
Ìíîæåñòâî Z2 áóäåì ïðåäïîëàãàòü ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî÷åííûì â ñëåäó-

þùåì ñìûñëå: (a, b) < (c, d), åñëè b < d èëè b = d, a < c.
Äëÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ k îáîçíà÷èì ÷åðåç ÷åðåç k åãî ïîëå âû÷åòîâ, ÷åðåç vk � åãî

íîðìèðîâàíèå, è ïîëîæèì Vk = {1 + a | vk(a) > 0}.
Ïóñòü K � äâóìåðíîå ëîêàëüíîå ïîëå. Áóäåì îáîçíà÷àòü K(1) = K, K(0) = K(1).

Äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ äâóìåðíûõ ïîëåé K ïðåäïîëàãàåì, ÷òî char K = 0,
char K = p, ïîëå K(0) êîíå÷íî.

Äëÿ äâóìåðíîãî ïîëÿ K áóäåì îáîçíà÷àòü:
vK = (v

(1)
K , v

(2)
K ) : K → Z2 � íîðìèðîâàíèå ðàíãà 2 ïîëÿ K;

OK � êîëüöî öåëûõ K;
MK � ìàêñèìàëüíûé èäåàë OK ;
VK = {1 + a | vK(a) > 0};
UK(1) = {1 + a | v(2)

K (a) ≥ 1};
eK = vK(p) � àáñîëþòíûé èíäåêñ âåòâëåíèÿ K;
RK � êàíîíè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà K∗, ñîñòîÿùàÿ èç ïðåäñòàâèòåëåé íåíóëåâûõ ýëå-

ìåíòîâ ïîñëåäíåãî ïîëÿ âû÷åòîâ;
[θ] � ýëåìåíò RK , êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò θ èç ïîñëåäíåãî ïîëÿ âû÷åòîâ.
Íîðìèðîâàíèþ vK ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíûå ïàðàìåòðû. Ýëåìåíò π òàêîé, ÷òî

vK(π) = (0, 1), áóäåì íàçûâàòü óíèôîðìèçèðóþùåé K, à ýëåìåíò t òàêîé, ÷òî vK(t) =

(1, 0), � âòîðûì ëîêàëüíûì ïàðàìåòðîì K.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîäïîëåì êîíñòàíò äâóìåðíîãî ïîëÿ K íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå
ïîëå k ⊂ K, ÿâëÿþùååñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì Qp.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå òèïû ðàñøèðåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü L/K � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå äâóìåðíûõ ïîëåé. Îíî íàçû-
âàåòñÿ

êîíñòàíòíûì, åñëè L = lK, ãäå l � ïîäïîëå êîíñòàíò L;
íåðàçâåòâëåííûì, åñëè e(L/K) = 1, è ðàñøèðåíèå L/K ñåïàðàáåëüíî;
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âïîëíå ðàçâåòâëåííûì, åñëè e(L/K) = |L : K|;
ñâèðåïûì, åñëè e(L/K) = 1, è ðàñøèðåíèå L/K ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíî.

Îïðåäåëåíèå 3. Äâóìåðíîå ïîëå K íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì, åñëè e(K/k) = 1, ãäå
k � ïîäïîëå êîíñòàíò K.

Ýòî îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî äàííîìó â [18], à èìåííî äâóìåðíîå ïîëå K ñòàí-
äàðòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìååò âèä k{{t}}, ãäå t � âòîðîé ëîêàëüíûå
ïàðàìåòð K.

Äàëåå îïðåäåëèì òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è n ∈ N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç In ïîä-
ãðóïïó F ∗⊗Z · · ·⊗Z F ∗, ïîðîæäåííóþ ñèìâîëàìè α1⊗· · ·⊗αn òàêèìè, ÷òî αi +αj = 1

äëÿ íåêîòîðûõ i 6= j. Ïîëîæèì

KnF = F ∗ ⊗Z · · · ⊗Z F ∗/In,

åñëè n ∈ N, è K0F = Z. Ãðóïïà KnF íàçûâàåòñÿ n-é ìèëíîðîâñêîé K-ãðóïïîé
ïîëÿ F .

Ïóñòü n � äèñêðåòíî íîðìèðîâàííîå ïîëå è n ∈ N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V KnK ïîä-
ãðóïïó KnK, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè {u, a1, . . . , an−1}, ãäå u ∈ VK . Ïîëîæèì

K ′
nK = KnK/ ∩s≥1 sKnK, V K ′

nK = V KnK/ ∩s≥1 sV KnK.

Äëÿ äâóìåðíîãî ïîëÿ K îïðåäåëèì òîïîëîãèè íà K, K, K∗ è V K2K, ñëåäóÿ [5] è
[18].

Ïîëå K èçîìîðôíî K(0)((T )). Ïóñòü {Ui}i∈Z � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ
K(0) òàêèõ, ÷òî 0 ∈ Ui äëÿ ëþáîãî i è Ui = K(0) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i. Ïîëîæèì

W{Ui} =
{∑

aiT
i | ai ∈ Ui

}
,

è çàäàäèì òîïîëîãèþ íà K áàçîé îêðåñòíîñòåé íóëÿ W{Ui}, ãäå {Ui} ïðîáåãàåò ìíî-
æåñòâî âñåõ ïîäõîäÿùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

×òîáû îïðåäåëèòü òîïîëîãèþ íà K, âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé âòîðîé ëîêàëüíûé
ïàðàìåòð t è ïîñòðîèì ïîäúåì ht : K → OK ïî [7]. Ïóñòü Ht : K → OK òàêîå
îòîáðàæåíèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, ai ∈ K âûïîëíåíî Ht(a) = a è

Ht

(p−1∑
i=0

t
i
ap

i

)
=

p−1∑
i=0

ti(Ht(ai))
p.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç k0 ïîëå ÷àñòíûõ êîëüöà âåêòîðîâ Âèòòà ïîëÿ K(0) è ïîëîæèì
K ′ = k0{{T}}, òîãäà K ′ èçîìîðôíî K(0)((t)). Ïóñòü îòîáðàæåíèå HT àíàëîãè÷íî
Ht è îòîáðàæåíèå h : K ′ → OK′ òàêîâî, ÷òî

h
(∑

i∈Z

θiT
i
)

=
∑
i∈Z

[θi]T
i.

7



Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ λi : K(0)((t)) → K(0)((t)) òàê, ÷òî

h(a) = HT (a) +
∑
i≥1

piHT (λi(a)).

Ïîäúåì ht : K → OK îïðåäåëèì ôîðìóëîé

ht(a) = Ht(a) +
∑
i≥1

piHt(λi(a)).

Ïóñòü π � óíèôîðìèçèðóþùàÿK. Äëÿ ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé íóëÿ {Ui}i∈Z âK, òàêèõ,
÷òî Ui = K ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i, ïîëîæèì

W{Ui} =
{∑

ht(ai)π
i | ai ∈ Ui

}
.

Òîïîëîãèÿ íà K îïðåäåëÿåòñÿ áàçîé îêðåñòíîñòåé íóëÿ W{Ui}.
Òîïîëîãèÿ íà K∗ ∼= VK ⊕ (K∗/VK) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå òîïîëîãèè íà

VK , èíäóöèðîâàííîé èç K, è äèñêðåòíîé òîïîëîãèè íà (K∗/VK).
Òîïîëîãèþ íà V K2K îïðåäåëèì êàê ñàìóþ ñèëüíóþ òîïîëîãèþ, óäîâëåòâîðÿþ-

ùóþ ñâîéñòâàì:
1) êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå VK ×K∗ → V K2K ñåêâåíöèàëüíî íåïðåðûâíî;
2) îïåðàöèè â V K2K ñåêâåíöèàëüíî íåïðåðûâíû.
Òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì V Ktop

2 K íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî V K ′
2K ñ òîïîëî-

ãèåé, èíäóöèðîâàííîé îïèñàííîé òîïîëîãèåé V K2K. Äëÿ äâóìåðíîãî ïîëÿ K òîïî-
ëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî V Ktop

2 K ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé ïî [14].
×åðåç U(1)Ktop

2 K îáîçíà÷èì ïîäãðóïïó V Ktop
2 K, ïîðîæäåííóþ ñèìâîëàìè {u, a},

ãäå u ∈ UK(1).
Ïóñòü L/K � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå äâóìåðíûõ ïîëåé è A � ïîäãðóïïà U(1)Ktop

2 L.
Ïîä A ∩ U(1)Ktop

2 K áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ

x ∈ U(1)Ktop
2 K,

òàêèõ, ÷òî iL/K(x) ∈ A, ãäå

iL/K : U(1)Ktop
2 K → U(1)Ktop

2 L

� ãîìîìîðôèçì, èíäóöèðîâàííûé âëîæåíèåì K â L.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Âî âòîðîé ãëàâå äîêàçàíà òåîðåìà îá îáðàçóþùèõ òîïîëîãè÷åñêîé K-ãðóïïû.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü K � äâóìåðíîå ïîëå, π, t � åãî ëîêàëüíûå ïàðàìåòðû, B � áàçèñ
K(0) íàä Fp è θ℘ � ýëåìåíò, ïîðîæäàþùèé K(0)/℘(K(0)) íàä Fp. Ëþáîé ýëåìåíò
a ∈ V Ktop

2 K ïðåäñòàâèì â âèäå

a =
∑

0<(j,i)< p
p−1

eK

p-i
θ∈B

ci,j,θ{1 + [θ]πitj, t}+
∑

0<(j,i)< p
p−1

eK

p|i,p-j
θ∈B

ci,j,θ{1 + [θ]πitj, π}+ a∗,
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ãäå
a∗ = ct{1 + [θ℘](ζp − 1)p, t}+ cπ{1 + [θ℘](ζp − 1)p, π},

åñëè K ñîäåðæèò ζp, è a∗ = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, äëÿ íåêîòîðûõ ci,j,θ, ct, cπ ∈ Zp

òàêèõ, ÷òî ìíîæåñòâà

A(m) = {j | vp(ci,j,θ) ≤ m äëÿ íåêîòîðûõ i, θ}

îãðàíè÷åíû ñíèçó ïðè âñåõ m.

Äàëåå äëÿ âñåõ äâóìåðíûõ ïîëåé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè ñîäåðæàò ζp.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ãëàâû 3 èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà âëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî äâó-

ìåðíîãî ïîëÿ â ñòàíäàðòíîå. Ñóùåñòâîâàíèå ñòàíäàðòíîãî ïîëÿ, ñîäåðæàùåãî äàí-
íîå, äîêàçàíî â [11] è [6], ïðè÷åì èç ðåçóëüòàòîâ [6] ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå
ðàñøèðåíèå ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íûì, êîíñòàíòíûì è ðàçðåøèìûì. Â äèññåðòàöèè
îïèñàíû èíâàðèàíòû äâóìåðíîãî ïîëÿ, ïîêàçûâàþùèå, íàñêîëüêî îíî îòëè÷àåòñÿ îò
ñòàíäàðòíîãî.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü K � äâóìåðíîå ïîëå. Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà mf (K) è mu(K),
óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî äâóìåðíîãî ïîëÿ L, ñîäåðæàùå-
ãî K, òàêîãî, ÷òî ðàñøèðåíèå L/K êîíå÷íî è êîíñòàíòíî, âûïîëíåíî

mf (K) = |L : K|insep, mu(K) =
|L : K|sep
|l : k|

.

Ïîëå K ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

mf (K) = mu(K) = 1,

è ïî÷òè ñòàíäàðòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà mf (K) = 1. Óñëîâèå mu(K) ðàâíî-
ñèëüíî òîìó, ÷òî ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíîå ïîëå L, ñîäåðæàùåå K, òàêîå, ÷òî ðàñøèðå-
íèå L/K êîíå÷íî, êîíñòàíòíî, öèêëè÷íî è ïîëíîñòüþ ðàçâåòâëåíî, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âïîëíå ðàçâåòâëåííûõ è ñâèðåïûõ ðàñøèðåíèé.

Äàëåå â òðåòüåé ãëàâå îïðåäåëÿåòñÿ ïîäãðóïïà TK òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû
U(1)Ktop

2 K. Â ñëó÷àå ñòàíäàðòíîãî ïîëÿ ÷åðåç TK îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå êðó÷åíèÿ
U(1)Ktop

2 K, à â îáùåì ñëó÷àå TK = U(1)Ktop
2 K ∩ TL, ãäå L � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå

ðàñøèðåíèå K, ÿâëÿþùååñÿ ñòàíäàðòíûì ïîëåì.
Îïèñàííàÿ ïîäãðóïïà TK áëèçêà ê çàìûêàíèþ êðó÷åíèÿ, à òàêæå TK ñîãëàñîâàíà

ñ îòîáðàæåíèåì íîðìû è ïåðåõîäîì ê ïîäïîëþ.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü K � äâóìåðíîå ïîëå è T � çàìûêàíèå êðó÷åíèÿ U(1)Ktop
2 K.

Òîãäà
1) T ⊂ TK;
2) ãðóïïà TK/T ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé p-ãðóïïîé è ïîðÿäêè åå ýëåìåíòîâ îãðà-

íè÷åíû.
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Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü K � äâóìåðíîå ïîëå, ΨK � îòîáðàæåíèå âçàèìíîñòè, L/K

� âïîëíå ðàçâåòâëåííîå ðàñøèðåíèå Ãàëóà òàêîå, ÷òî Gal(L/K) ∼= Zp, è ýëåìåíò
a ∈ U(1)Ktop

2 K òàêîâ, ÷òî psa ïðèíàäëåæèò TK äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ N. Òîãäà ΨK(a)

äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà L/K.

Òåîðåìà 9. 1) Äëÿ ëþáîãî äâóìåðíîãî ïîëÿ K ôàêòîðãðóïïà U(1)Ktop
2 K/TK íå

èìååò êðó÷åíèÿ, ïðè÷åì TK ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû
U(1)Ktop

2 K, ôàêòîðãðóïïà ïî êîòîðîé íå èìååò êðó÷åíèÿ.
2) Ïóñòü L/K � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå äâóìåðíûõ ïîëåé. Òîãäà

NL/K TL ⊂ TK , TL ∩ U(1)Ktop
2 K = TK .

Ïðè ýòîì ïîäãðóïïà TK îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîíå÷íîñòè ðàíãà ôàêòîðãðóïïû,
èçâåñòíûì ðàíåå äëÿ ñòàíäàðòíîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü K � äâóìåðíîå ïîëå è k � åãî ïîäïîëå êîíñòàíò. Òîãäà ðàíã
ôàêòîðãðóïïû U(1)Ktop

2 K/TK êàê Zp-ìîäóëÿ ðàâåí |k : Qp|.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íîñòü èíäåêñà ïîäãðóïïû
B + TK , ãäå B = {{u, t} | u ∈ Vk}, k �ïîäïîëå êîíñòàíò K è t � âòîðîé ëîêàëüíûé
ïàðàìåòð K.

Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü K � äâóìåðíîå ïîëå, k � åãî ïîäïîëå êîíñòàíò, L � òà-
êîå ñòàíäàðòíîå ïîëå, ñîäåðæàùåå K, ÷òî ðàñøèðåíèå L/K êîíå÷íî, êîíñòàíòíî,
ðàçðåøèìî, è l � ïîäïîëå êîíñòàíò L. Ïîëîæèì

r = |k : Qp|, n = vp(|L : K|), n0 = vp(e(K/k)), n1 = vp(|L : K|sep),
n2 = logp((Vk : Nl/k Vl · T (Vk))).

(1)

Òîãäà
(U(1)Ktop

2 K : B + TK) ≤ pn0r+n−n1−n2 .

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ôàêòîðãðóïïà ãðóï-
ïû U(1)Ktop

2 K ïî çàìûêàíèþ êðó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ìîäóëåì ðàíãà r íå òîëü-
êî â ñëó÷àå ñòàíäàðòíîãî ïîëÿ, íî è â ñëó÷àå, êîãäà p - e(K/k).

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ïîäãðóïïàB+TK áîëåå ïîäðîáíî èçó÷àåòñÿ
äëÿ ñïåöèàëüíûõ âèäîâ ïîëåé. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî÷òè ñòàíäàðòíûå ïîëÿ.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü K ⊂ L � òàêèå äâóìåðíûå ïîëÿ, ÷òî ðàñøèðåíèå L/K � êî-
íå÷íîå, ðàçðåøèìîå, êîíñòàíòíîå è íåðàçâåòâëåííîå, ïîëå L ñòàíäàðòíî, k, l �
ïîäïîëÿ êîíñòàíò K,L è r, n0, n2 òàêèå, êàê â (1).

1) Èìååì (U(1)Ktop
2 K : B + TK) ≥ prn0−n0 .

2) Åñëè äëÿ ëþáîãî ζ ∈ Vl, ÿâëÿþùåãîñÿ ýëåìåíòîì êðó÷åíèÿ, âûïîëíåíî ζ ∈
Nl/k(ζ) Vl, òî

(U(1)Ktop
2 K : B + TK) = prn0−n2 .
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Çàòåì ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëÿ ñ óñëîâèåì mf (K) = 1.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü K � òàêîå äâóìåðíîå ïîëå, ÷òî mf (K) = 1 â îáîçíà÷åíèÿõ
òåîðåìû 6, è k � ïîäïîëå êîíñòàíò K. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ
âïîëíå ðàçâåòâëåííûõ ðàñøèðåíèé l ïîëÿ k, òàêèõ, ÷òî ïîëå lK ñòàíäàðòíî, è
ïîëîæèì

B0 =
⋃
l∈A

NlK/K U(1)Ktop
2 (lK).

Òîãäà B0 + TK = U(1)Ktop
2 K.

Êðîìå òîãî,
(U(1)Ktop

2 K : B + TK) = prn0 ,

ãäå r è n0 òàêèå, êàê â (1).

Â ïîñëåäíåé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñòàíäàðòíîå äâóìåðíîå ïîëå K. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
îáðàçóþùèå òîïîëîãè÷åñêîé K-ãðóïïû, îïèñàííûå âî âòîðîé ãëàâå, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå óíèôîðìèçèðóþùåé, ïðèíàäëåæàùåé ïîäïîëþ êîíñòàíò ïîëÿ K. Ïî÷òè âñå îíè
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè êðó÷åíèÿ, è öåëü ãëàâû � ïîëó÷èòü îöåíêè íà èõ ïîðÿäêè, à
òàêæå íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîðÿäêàìè.

Â òåîðåìàõ 14, 15, 16, 17 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëå K ñòàíäàðòíî, π, t � åãî ëî-
êàëüíûå ïàðàìåòðû, ïðè÷åì π ïðèíàäëåæèò ïîäïîëþ êîíñòàíò, è

xi,j,θ =

{1 + [θ]πitj, π}, p | i

{1 + [θ]πitj, t}, p - i
,

ïðè (i, j, θ) ∈ I, ãäå

I =
{

(i, j, θ) | i, j ∈ Z, 0 < (j, i) <
p

p− 1
eK , p - (i, j), θ ∈ K(0), θ 6= 0

}
.

Äîêàçàíà îöåíêà ñíèçó äëÿ ïîðÿäêîâ îáðàçóþùèõ.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü
n = max{r | e(K(ζpr)/K) = 1}

è h � ñêà÷îê ðàñøèðåíèÿ K(ζpn+1)/K(ζpn). Ïîëîæèì

λi,j =



n + vp(j),
pe

(2)
K

p−1
− h < i ≤ pe

(2)
K

p−1
, j 6= 0

n + vp(j) + 1, 0 < i <
pe

(2)
K

p−1
− h, j 6= 0

∞, i 6= pe
(2)
K

p−1
− h, j = 0

n, i =
pe

(2)
K

p−1
− h

.

Òîãäà ïðè (i, j, θ) ∈ I ïîðÿäîê ýëåìåíòà xi,j,θ â V K ′
2K íå ìåíüøå, ÷åì pλi,j .
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Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íà ïîëå K è óíèôîðìèçèðóþùóþ π äîêàçàíà áîëåå
ñèëüíàÿ îöåíêà.
Òåîðåìà 15. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π = l

√
ζpn − 1, ãäå p - l.

1) Ïîëîæèì

λi,j =


vp(j) + n + r, l

pr < i < l
pr−1 , r ∈ N

vp(j) + n + 1, i = l, j < 0

vp(j) + n, (0, l) < (j, i) < p
p−1

eK

.

Òîãäà ïðè (i, j, θ) ∈ I, j 6= 0 ïîðÿäîê ýëåìåíòà xi,j,θ â V K ′
2K íå ìåíüøå pλi,j .

2) Ïîðÿäîê êðó÷åíèÿ xl,0,1 ðàâåí pn, à ïðè (i, θ) 6= (l, 1) ýëåìåíò xi,0,θ íå ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì êðó÷åíèÿ.

Ïðè òîì æå äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó.
Òåîðåìà 16. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π = l

√
ζpn − 1, ãäå p - l. Ïóñòü

d =

1, n = 1

(p + 1)pn−2, n > 1,

s(i) � íàèìåíüøåå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî

ps(i)i ≥ (d + 1)l,

è µi,j = s(i) + vp(j) + n. Òîãäà ïðè (i, j, θ) ∈ I, j 6= 0 ïîðÿäîê ýëåìåíòà xi,j,θ â V K ′
2K

íå ïðåâîñõîäèò pµi,j .
Íàêîíåö, ïîëó÷åíà òåîðåìà î ñðàâíåíèè ïîðÿäêîâ ðàçëè÷íûõ îáðàçóþùèõ áåç èõ

ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ.
Òåîðåìà 17. Ïðè 0 < (j, i) < p

p−1
eK, p - i, j 6= 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç ri,j ïîðÿäîê ýëåìåí-

òà {1 + πitj, t} â V K ′
2K, à ïðè 0 < (j, i) < p

p−1
eK, p | i, i > 0, p - j îáîçíà÷èì ÷åðåç

ri,j ïîðÿäîê ýëåìåíòà {1 + πitj, π} â V K ′
2K. Òîãäà ÷èñëà ri,j îáëàäàþò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè.
1) Äëÿ ëþáîãî θ ∈ K(0), θ 6= 0 ïîðÿäîê ýëåìåíòà xi,j,θ â V K ′

2K ðàâåí ri,j.
2) Çíà÷åíèå ri,j çàâèñèò òîëüêî îò i, vp(j) è sgn(j).
3) Äëÿ p - i, j 6= 0 âûïîëíåíî ri,j ≤ ri,jp ≤ pri,j.
4) Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ri,j îãðàíè÷åíî ñíèçó, ïðè÷åì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ri,j

äîñòèãàåòñÿ ïðè (i, j) = (
pe

(2)
K

p−1
,−1).

Îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ri,j ÷åðåç M0.
5) Ïóñòü d(i) � ìèíèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî pd(i)i ≥ pe

(2)
K

p−1
, òîãäà ri,j ≤

M0p
d(i)+vp(j).

6) Äëÿ ëþáîãî r ≥ M0, ÿâëÿþùåãîñÿ ñòåïåíüþ p, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ïàð (i, j), òàêèõ, ÷òî ri,j = r.
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