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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû è öåëü ðàáîòû. Òåîðèÿ âëîæåíèé - îäíà èç âàæ-

íûõ âåòâåé ãåîìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè. Ôóíäàìåíòàëüíûì ðàçäåëîì òåîðèè

âëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ âëîæåíèé êîíå÷íûõ ãðàôîâ

â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ðàçíûå ÷àñòè ýòîãî ðàçäåëà ðàçâè-

òû íåîäèíàêîâî. Íàïðèìåð, ÷àñòü òåîðèè, îòíîñÿùàÿñÿ ê èçó÷åíèþ êóñî÷íî-

ëèíåéíûõ âëîæåíèé îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíî-

ãîóãîëüíèêîâ ñ òî÷íîñòüþ äî êóñî÷íî-ëèíåéíîé èçîòîïèè, (êëàññè÷åñêàÿ òåî-

ðèÿ óçëîâ è çàöåïëåíèé) ðàçðàáîòàíà õîðîøî. Íàïðîòèâ, ïîëîæåíèå ñ èçó÷å-

íèåì ëèíåéíûõ âëîæåíèé îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ (ñ òî÷íî-

ñòüþ äî êóñî÷íî-ëèíåéíîé, à òåì áîëåå äî ëèíåéíîé èçîòîïèè) âðÿä ëè ñëåäó-

åò ñ÷èòàòü óäîâëåòâîðèòåëüíûì: ìåòîäû ðàçðàáîòàíû ñëàáî è, êàê ñëåäñòâè-

åì ýòîãî, â ëèòåðàòóðå èìåþòñÿ ëèøü ðàçðîçíåííûå ðåçóëüòàòû. Ðàáîò, â êî-

òîðûõ èçó÷àþòñÿ ëèíåéíûå âëîæåíèÿ ãðàôîâ, îòëè÷íûõ îò ìíîãîóãîëüíèêîâ,

ñ òî÷íîñòüþ äî êóñî÷íî-ëèíåéíîé è ëèíåéíîé èçîòîïèé, àâòîðó íå èçâåñòíî.

Àêòóàëüíîé ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðàçâèòèÿ ýòèõ îòñòàþùèõ ÷àñòåé òåî-

ðèè.

Ãëàâíàÿ öåëü ðàáîòû - ïðîäâèíóòü, íàñêîëüêî îêàæåòñÿ âîçìîæíûì, ðå-

øåíèå ýòîé çàäà÷è.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû

òåîðèè âëîæåíèé è òåîðèè ãðàôîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû.

1. Ðàñêëàññèôèöèðîâàíû ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé èçîòîïèè ëèíåéíûå

âëîæåíèÿ â R3 ãðàôîâ ñ ÷èñëîì âåðøèí, íå ïðåâîñõîäÿùèì ïÿòè.

2. Ïîñòðîåíû òàáëèöû ïîïàðíî ëèíåéíî íåèçîòîïíûõ ëèíåéíûõ âëîæåíèé

â R3 ãðàôîâ ñ øåñòüþ âåðøèíàìè.

3. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó íà ÷èñëî (êóñî÷íî-)ëèíåéíûõ èçîòî-

ïè÷åñêèõ êëàññîâ ëèíåéíûõ âëîæåíèé ãðàôîâ â R3.
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4. Îïðåäåëåíû è èçó÷åíû çàöåïëåíèÿ âûïóêëûõ ïëîñêèõ çàìêíóòûõ êðè-

âûõ ñ ìàëûì ÷èñëîì êîìïîíåíò.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷å-

ñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè âëîæåíèé ãðàôîâ â òðåõìåðíîå

åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü: íà ìåæäóíà-

ðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ �Àëåêñàíäðîâñêèå ÷òåíèÿ 2006�(Ìîñêâà, 2006 ã.), �Al-

gebraic Topology: Old and New - M.M.Postnikov Memorial Conference� (Bedle-

wo, Ïîëüøà, 2007 ã.), �The Algebra and Geometry around Knots and Braids�

(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2007 ã.); íà Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (Íîâãî-

ðîä, 2004 ã.); â îáùåãîðîäñêîì ñåìèíàðå ïî äèôôåðåíöèàëüíîé è àëãåáðàè÷å-

ñêîé òîïîëîãèè èì. Â.À.Ðîõëèíà ÏÎÌÈ ÐÀÍ (2003-2008 ãã.); â ñåìèíàðå ïî

ãåîìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè ÐÃÏÓ èì. À.È.Ãåðöåíà (2003-2008 ãã.).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1-

7]. Ðàáîòà [6] îïóáëèêîâàíà â èçäàíèè, âêëþ÷åííîì â ïåðå÷åíü ÂÀÊ íà ìîìåíò

ïóáëèêàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ

ãëàâ (ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû), ïðèëîæåíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæà-

ùåãî 31 íàèìåíîâàíèå. Îáúåì äèññåðòàöèè - 132 ñòðàíèöû.

Ãëàâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû

Ãðàôîì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûé ïîëèýäð ðàçìåðíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé

åäèíèöû. Òîïîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå ãðàôà G â ïðîñòðàíñòâî R3 íàçûâàåòñÿ

ëèíåéíûì, åñëè îíî ëèíåéíî íà êàæäîì ðåáðå ãðàôà. Äâà ëèíåéíûõ âëîæå-

íèÿ îäíîãî è òîãî æå ãðàôà â ïðîñòðàíñòâî R3 íàçûâàþòñÿ æåñòêî èçîòîï-

íûìè, åñëè îíè ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà

âñåõ ëèíåéíûõ âëîæåíèé ýòîãî ãðàôà â R3.

4



Ðèñ. 1: Îáðàçû ëèíåéíûõ âëîæåíèé ïîëíîãî ãðàôà ñ ïÿòüþ âåðøèíàìè

Ïóñòü G - ãðàô. Ïîäãðàô ãðàôà G íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì, åñëè îí íå ñîäåð-

æèò âåðøèí ñòåïåíåé íóëü è îäèí è ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì (ïî âêëþ÷åíèþ)

èç òàêèõ ïîäãðàôîâ. Ãðàô íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì, åñëè îí ñîâïàäàåò ñî ñâîèì

îñíîâíûì ïîäãðàôîì.

1. Ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ãðàôàì, îñíîâíûå ïîäãðàôû êîòîðûõ

èìåþò íå áîëåå øåñòè âåðøèí

Äëÿ ãðàôàG ÷åðåç n(G) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî âåðøèí åãî îñíîâíîãî

ïîäãðàôà.

Òåîðåìà À. Ïóñòü G - êàêîé-íèáóäü ãðàô.

1. Åñëè n(G) 6 4, òî ëþáûå äâà ëèíåéíûõ âëîæåíèÿ ãðàôà G â ïðîñòðàí-

ñòâî R3 æåñòêî èçîòîïíû.

2. Åñëè n(G) = 5 è îñíîâíîé ïîäãðàô ãðàôà G íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî

ëþáûå äâà ëèíåéíûõ âëîæåíèÿ ãðàôà G â ïðîñòðàíñòâî R3 æåñòêî

èçîòîïíû. Åñëè n(G) = 5 è îñíîâíîé ïîäãðàô ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî

ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà êëàññà æåñòêî èçîòîïíûõ ëèíåéíûõ âëîæåíèé

ãðàôà G â ïðîñòðàíñòâî R3. Îáðàçû îñíîâíîãî ïîäãðàôà ãðàôà G ïðè

âëîæåíèÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ýòè êëàññû, èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 1.

Ïóñòü n è m - íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî m 6 n! Äèàãðàììîé ñ n

âåðøèíàìè (è m ñòîðîíàìè) íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè R2, ÿâëÿ-

þùååñÿ îáúåäèíåíèåì n íàõîäÿùèõñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè òî÷åê ïëîñêîñòè
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(âåðøèí) è m ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ îòðåçêîâ (ñòîðîí), êîíöû êàæäîãî îòðåç-

êà ñîâïàäàþò ñ âûáðàííûìè òî÷êàìè. Äèàãðàììà íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé, åñëè

ñòåïåíü êàæäîé åãî âåðøèíû áîëüøå åäèíèöû.

Íèæå íà ðèñ. 2-4 èçîáðàæåíû îñíîâíûå äèàãðàììû ñ øåñòüþ âåðøèíà-

ìè. Â ñèìâîëå Dq,N ïåðâûé èíäåêñ (q) îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ðåáåð, âòîðîé

èíäåêñ (N) - ïîðÿäêîâûé íîìåð ýòîé äèàãðàììû â òàáëèöå.

ßñíî, ÷òî ëþáàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììîé êàêîãî-òî ãðàôà, ÷òî

ãðàô ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî ãîìåîìîðôèçìà äèàãðàììîé îïðåäåëåí îäíî-

çíà÷íî è ÷òî åñëè äèàãðàììà - îñíîâíàÿ, òî ãðàô, äèàãðàììîé êîòîðîãî îíà

ÿâëÿåòñÿ, - îñíîâíîé.

Ëåììà 1. Åñëè ãðàô ñ øåñòüþ âåðøèíàìè ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì, òî íà ðèñ.

2-4 èìååòñÿ äèàãðàììà, ÿâëÿþùàÿñÿ äèàãðàììîé ýòîãî ãðàôà. Åñëè äâà (îñ-

íîâíûõ) ãðàôà èìåþò äèàãðàììû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 2-4, è ýòè äèàãðàì-

ìû ðàçëè÷íû, òî ãðàôû íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûìè.

Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ÷åðåç ν(G) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî êëàññîâ æåñò-

êî èçîòîïíûõ ëèíåéíûõ âëîæåíèé G→ R3.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gq,N ãðàôû, äèàãðàììàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äèàãðàì-

ìûDq,N . Â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå â íå÷åòíûõ ñòðîêàõ óêàçàíû ãðàôûGq,N ,

â ÷åòíûõ ñòðîêàõ - ñîîòâåòñòâóþùèå èì íàòóðàëüíûå ÷èñëà mq,N .
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Ðèñ. 2: Îñíîâíûå äèàãðàììû ñ øåñòüþ âåðøèíàìè
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Ðèñ. 3: Îñíîâíûå äèàãðàììû ñ øåñòüþ âåðøèíàìè (ïðîäîëæåíèå)
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Ðèñ. 4: Îñíîâíûå äèàãðàììû ñ øåñòüþ âåðøèíàìè (îêîí÷àíèå)
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Gq,N G6,2 G7,1 G7,2 G7,3 G7,4 G7,5 G8,1 G8,2 G8,3

mq,N 3 5 5 1 1 3 1 7 5

Gq,N G8,4 G8,5 G8,6 G8,7 G8,8 G8,9 G8,10 G8,11 G9,1

mq,N 9 1 5 3 1 5 1 9 1

Gq,N G9,2 G9,3 G9,4 G9,5 G9,6 G9,7 G9,8 G9,9 G9,10

mq,N 5 1 3 13 13 11 9 7 5

Gq,N G9,11 G9,12 G9,13 G9,14 G9,15 G10,1 G10,2 G10,3 G10,4

mq,N 9 25 5 1 9 5 21 9 11

Gq,N G10,5 G10,6 G10,7 G10,8 G10,9 G10,10 G10,11 G10,12 G11,1

mq,N 1 21 17 15 11 25 17 9 9

Gq,N G11,2 G11,3 G11,4 G11,5 G11,6 G11,7 G11,8 G12,1 G12,2

mq,N 17 29 19 25 41 33 25 41 25

Gq,N G12,3 G12,4 G12,5 G13,1 G13,2 G14,1 G15,1

mq,N 28 57 65 74 97 148 260

Òåîðåìà À. 3. Ïóñòü G - ãðàô. Åñëè îñíîâíîé ïîäãðàô ãðàôà G ëèíåéíî

ãîìåîìîðôåí ãðàôó Gq,N äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë q è N , òî ν(G) > mq,N .

Â äèññåðòàöèè íà ñòð. 118-128 (òî åñòü â Ïðèëîæåíèè) äëÿ êàæäîé ïà-

ðû ÷èñåë q è N èçîáðàæåíû èëè îïèñàíû îáðàçû mq,N ëèíåéíûõ âëîæåíèé

Gq,N → R3, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïîïàðíî æåñòêî èçîòîïíûìè.

2. Ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðîèçâîëüíûì ãðàôàì

Ïåðå÷èñëèì ñíà÷àëà ðåçóëüòàòû ðàáîòû, îòíîñÿùèåñÿ ê êóñî÷íî-ëèíåéíî

èçîòîïè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ëèíåéíûõ âëîæåíèé ãðàôîâ â R3.

Ïóñòü G - ãðàô. Ëèíåéíûå âëîæåíèÿ f, g : G → R3 íàçûâàþòñÿ êóñî÷-

íî-ëèíåéíî èçîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò êóñî÷íî-ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì

Φ : R3 × I → R3 × I, òàêîé ÷òî Φ(R3 × t) ⊂ R3 × t äëÿ ëþáîãî t ∈ I,

Φ0 = id è Φ1(f(x)) = g(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ G. ×åðåç λ(G) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

÷èñëî êëàññîâ èçîòîïíûõ ëèíåéíûõ âëîæåíèé ãðàôà G â R3. Çàìåòèì, ÷òî,

ïîñêîëüêó èç ëèíåéíîé èçîòîïèè ñëåäóåò êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ, λ(G) 6 ν(G).

Ïóñòü G0 - ñâÿçíûé ãðàô (âîçìîæíî, ïóñòîé) è ïóñòü G1, G2 . . . , Gk - ãðà-

ôû, ñîäåðæàùèå ãðàô G0 â êà÷åñòâå ïîäãðàôà. Åñëè Gi ∩ Gj = G0 ïðè
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1 6 i < j 6 k, òî îáúåäèíåíèå ãðàôîâ G1, G2 . . . , Gk ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç G1 ∨G0
G2 ∨G0

. . . ∨G0
Gk.

Ëåììà 2. 1. Åñëè G1 - ïîäãðàô ãðàôà G2, òî λ(G1) 6 λ(G2).

2. Ïóñòü G0 - ñâÿçíûé ãðàô, ñîäåðæàùèé íå áîëåå äâóõ ðåáåð, è ïóñòü

G1, G2 . . . , Gk - ãðàôû, òàêèå ÷òî Gi∩Gj = G0 ïðè 1 6 i < j 6 k. Òîãäà

λ(G1 ∨G0
G2 ∨G0

. . . ∨G0
Gk) >

∏k
i=1 λ(Gi). Åñëè, ñâåðõ òîãî, ãðàô G0

ïóñò è êàæäûé ãðàô Gi ñîäåðæèò íåñòÿãèâàåìóþ êîìïîíåíòó (ò.å.

îñíîâíîé ïîäãðàô ãðàôà Gi íå ïóñò), òî λ(G1 ∨G0
G2 ∨G0

. . . ∨G0
Gk) >

3k−1∏k
i=1 λ(Gi).

3. Ïóñòü G1, G2 . . . , Gk - ãðàôû, òàêèå ÷òî Gi∩Gi+1 åñòü ëèáî âåðøèíà,

ëèáî ðåáðî êàæäîãî èç ãðàôîâ Gi è Gi+1 (ïðè 1 6 i < k). Åñëè Gi∩Gj =

� ïðè j − i > 1, òî λ(G1 ∪G2 ∪ . . . ∪Gk) >
∏k

i=1 λ(Gi).

Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è k îáîçíà÷èì ÷åðåç Cm,k ÷èñëî Ck
m,

åñëè m > k, è íóëü, åñëè m < k.

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ñ n âåðøèíàìè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

λ(G) 6 2 · 63n
3n∑

k=0

2k · CC4
n,k.

Ïóñòü k,m1,m2, . . . ,mk - íàòóðàëüíûå ÷èñëà; îáîçíà÷èì ÷åðåç G(m1,

m2, . . . ,mk) êàêîé-íèáóäü ãðàô, ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûé íàáîðó k íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ öèêëîâ ñ m1,m2, . . . ,mk ðåáðàìè. Ïîëîæèì λ(m1,m2, . . . ,mk) =

λ(G(m1,m2, . . . ,mk)). Äàëåå, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m îáîçíà÷èì

÷åðåç λ̃(m) ÷èñëî êëàññîâ èçîòîïíûõ ëèíåéíûõ âëîæåíèé G(m) → R3, ÿâ-

ëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè óçëàìè; ÿñíî, ÷òî λ̃(m) 6 λ(m). Íàêîíåö, äëÿ ëþáûõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë i è j îáîçíà÷èì ÷åðåç di,j ÷èñëî j-÷ëåííûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé öåëûõ ÷èñåë (r1, r2, . . . , rj), òàêèõ ÷òî |r1|+ |r2|+ . . .+ |rj| = i.
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Ëåììà 4. 1. Åñëè k = 1, òî λ(m) = 1 äëÿ 3 6 m 6 5;

λ̃(m) >


1
3(2m−4 + 2

m−2
2 ) ïðè m ≡ 0 (mod 4),

1
3(2m−4 + 2

m−3
2 − 1) ïðè m ≡ 1 (mod 4),

1
3(2m−4 + 2

m−2
2 + 1) ïðè m ≡ 2 (mod 4),

1
3(2m−4 + 2

m−3
2 ) ïðè m ≡ 3 (mod 4)

â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

2. Åñëè k = 2, òî

λ(m1,m2) > max{3λ(m1)λ(m2) + 2λ(m1)

[m2−2
2 ]∑

i=2

λ(m2 − 2i+ 1),

3λ(m1)λ(m2) + 2

min{m1−2,m2−3}∑
i=2

λ(m1 − i+ 1)λ(m2 − i)}.

3. Åñëè k > 3, òî

λ(m1, . . . ,mk) > λ(m1, . . . ,mk−1)·

·
(

(2k − 1)λ(mk) +

[mk−2

2 ]∑
i=2

di,k−1λ(mk − 2i+ 1)

)
.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êîíêðåòíûõ ãðàôîâ ýòà ëåììà äîïóñêàåò óñèëåíèå. Íà-

ïðèìåð, ïóñòü Gk - ãðàô, ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûé íàáîðó k íåïåðåñåêàþùèõñÿ

öèêëîâ, êàæäûé öèêë ñîñòîèò èç òðåõ ðåáåð. Òîãäà: åñëè k = 1, òî λ(Gk) = 1;

åñëè k = 2, òî λ(Gk) = 3; åñëè k = 3, òî λ(Gk) > 29; åñëè k = 4, òî

λ(Gk) > 1017; åñëè k > 5, òî λ(Gk) > 339·(2k−1)!!
35 +

∑k
i=5

(2k−1)!!
(2i−1)!! 2

i. (Ñîãëàñíî

ëåììå 4, èìååì λ(Gk) > (2k − 1)!! äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k.)

Ïóñòü k - íàòóðàëüíîå ÷èñëî è G
′
- ãðàô, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè k öèêëîâ îòîæäåñòâëåíèåì äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà i < k öèêëîâ ñ íîìåðàìè i è i + 1 âäîëü ïðîñòûõ ïóòåé. Îáîçíà÷èì

÷åðåç li ÷èñëî ðåáåð ïóòåé, ïî êîòîðûì îòîæäåñòâëÿþòñÿ öèêëû ñ íîìåðàìè
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i è i + 1, è ÷åðåç mi ÷èñëî ðåáåð i-îãî öèêëà. Ïîëîæèì n1 = m1 − l1, n2 =

m2− l1− l2, . . . , ni = mi− li−1− li, . . . , nk−1 = mk−1− lk−2− lk−1, nk = mk− lk−1.

Ëåììà 5.

λ(G
′
) > λ̃(

k∑
i=1

ni) +
k∑

p=2

(λ̃(n1 + n2 + . . .+ n[k
p ]

+ 1)− 1)·

·
p−1∏
i=2

(
λ̃(n[ (i−1)k

p ]+1 + . . .+ n[ ik
p ] + 2)− 1

)
·
(
λ̃(n[ (p−1)k

p ]+1 + . . .+ nk + 1)− 1
)
.

Ïåðå÷èñëèì òåïåðü ðåçóëüòàòû ðàáîòû, îòíîñÿùèåñÿ ê æåñòêî èçîòîïè-

÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ëèíåéíûõ âëîæåíèé ãðàôîâ â ïðîñòðàíñòâî R3.

Òåîðåìà B. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ñ n âåðøèíàìè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ν(G) 6 2 · 63n
3n∑

k=0

2k · CC4
n,k.

Ëåììû 2, 4, 5 îñòàþòñÿ âåðíûìè, åñëè â íèõ ñèìâîë λ çàìåíèòü ñèìâîëîì

ν. Äàëåå, ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñëåäóåò èç ëåìì 2, 4, 5 è íåðàâåíñòâà λ(G) 6

ν(G).

Ïóñòü k,m1,m2, . . . ,mk - íàòóðàëüíûå ÷èñëà; ìû ïîëàãàåì

ν(m1,m2, . . . ,mk) = ν(G(m1,m2, . . . ,mk)).

Òåîðåìà C. 1. Åñëè k = 2, òî

ν(m1,m2) > max{1
3
· 2m1+m2−8 + 2m1−3(2m2−5 + (−1)k+1)/27,

1

3
· 2m1+m2−8 +

2

9

min{m1−2,m2−3}∑
i=2

2m1−i−32m2−i−4};

åñëè k > 2, òî

ν(m1, . . . ,mk) > ν(m1, . . . ,mk−1)·
(

2k − 1

3
·2mk−4+

1

3

[mk−2

2 ]∑
i=2

di,k−12
mk−2i−3

)
.
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2. Ïóñòü ãðàô G ñîäåðæèò ïîäãðàô, ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûé áóêåòó k

öèêëîâ ñ m1,m2, . . . ,mk ðåáðàìè ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

ν(G) > 2
∑k

i=1 mi−4k/3k

3. Ïóñòü ãðàô G′ - òîò æå, ÷òî è â ëåììå 5. Òîãäà

ν(G) >
1

3
· 2
∑k

i=1 ni−4 +
k∑

p=2

1

3p
(2

n1+...+n
[k

p ]
−3
− 1)·

·
p−1∏
i=2

(2
n
[ (i−1)k

p ]+1
+...+n

[ ik
p ]
−2
− 1) · (2

n
[ (p−1)k

p ]+1
+...+nk−3

− 1)

3. Çàöåïëåíèÿ âûïóêëûõ ïëîñêèõ êðèâûõ

Çàìêíóòîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå êîìïàêòíîå ñâÿçíîå îäíîìåðíîå

ïîäìíîãîîáðàçèå ïðîñòðàíñòâà R3. Çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé,

åñëè îíà ñîäåðæèòñÿ â êàêîé-íèáóäü ïëîñêîñòè ïðîñòðàíñòâà R3. Ïëîñêàÿ

çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè â ïëîñêîñòè, â êîòîðîé îíà ñî-

äåðæèòñÿ, îíà îãðàíè÷èâàåò âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Íàçîâåì cp-çàöåïëåíèåì ñ n êîìïîíåíòàìè ëþáóþ n-÷ëåííóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ âûïóêëûõ ïëîñêèõ çàìêíóòûõ êðèâûõ

â R3. Íàçîâåì cp-çàöåïëåíèÿ (L1, L2, . . . , Ln) è (L′1, L
′
2, . . . , L

′
n) cp-èçîòîïíû-

ìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ èçîòîïèÿ ht : R3 → R3 ñ t ∈ I, òàêàÿ ÷òî h0 = id,

÷òî h1(Li) = L′i (ñ 1 6 i 6 n) è ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ I è äëÿ ëþáîãî 1 6 i 6 n

êðèâàÿ ht(Li) ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè è îãðàíè÷èâàåò â íåé âû-

ïóêëîå ìíîæåñòâî.

Ïóñòü (L1, L2, . . . , Ln) - cp-çàöåïëåíèå. Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë i 6= j, íå

ïðåâîñõîäÿùèõ ÷èñëà n, âûáåðåì êàêèå-íèáóäü îðèåíòàöèè ïîäìíîãîîáðàçèé

Li è Lj ïðîñòðàíñòâà R3 è îáîçíà÷èì ÷åðåç µ̃(ij)(L1, L2, . . . , Ln) ìîäóëü èõ êî-

ýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷èñëî µ̃(ij)(L1, L2, . . . , Ln)
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íå çàâèñèò îò âûáîðà îðèåíòàöèé ïîäìíîãîîáðàçèé Li è Lj, ÿâëÿåòñÿ cp-

èçîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì è ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 è 1.

Äëÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë i, j, k, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ïðå-

âîñõîäèò ÷èñëà n, âûáåðåì êàêèå-íèáóäü îðèåíòàöèè êîìïîíåíò Li, Lj è Lk

è îïðåäåëèì äâà ÷èñëà ξ(ijk)(L1, L2, . . . , Ln) è µ̃(ijk)(L1, L2, . . . , Ln). Ïåðâîå

÷èñëî - ýòî ïðîèçâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ i-îé è j-îé, i-îé è k-

îé, j-îé è k-îé êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ. Âòîðîå ÷èñëî çàäàäèì ïðàâèëîì: åñëè

µ̃(ij)(L1, L2, . . . , Ln) = µ̃(ik)(L1, L2, . . . , Ln) = µ̃(jk)(L1, L2, . . . , Ln) = 0, òî

µ̃(ijk)(L1, L2, . . . , Ln) åñòü àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ÷èñëà Ìèëíîðà µ(ijk) çàöåï-

ëåíèÿ (Li, Lj, Lk); åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë µ̃(ij)(L1, L2, . . . , Ln), µ̃(ik)(L1,

L2, . . . , Ln), µ̃(jk)(L1, L2, . . . , Ln) îòëè÷íî îò íóëÿ, òî ìû ïîëàãàåì µ̃(ijk)(L1,

L2, . . . , Ln) = 0. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî íàøè îïðåäåëåíèÿ íå çàâèñÿò îò

âûáîðà îðèåíòàöèé êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ, ÷èñëà ξ(ijk)(L1, L2, . . . , Ln) è

µ̃(ijk)(L1, L2, . . . , Ln) ÿâëÿþòñÿ cp-èçîòîïè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè è ïðè-

íèìàþò çíà÷åíèÿ 0, ±1 è 0, 1 ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà. 1. Ïóñòü (L1, L2) è (L′1, L
′
2) - cp-çàöåïëåíèÿ. Îíè cp-èçîòîïíû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ̃(12)(L1, L2) = µ̃(12)(L′1, L
′
2).

2. Ïóñòü (L1, L2, L3) è (L′1, L
′
2, L

′
3) - cp-çàöåïëåíèÿ, òàêèå ÷òî µ̃(123)(L1,

L2, L3) = µ̃(123)(L′1, L
′
2, L

′
3) = 0. Îíè cp-èçîòîïíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà µ̃(ij)(L1, L2, L3) = µ̃(ij)(L′1, L
′
2, L

′
3) ïðè 1 6 i < j 6 3 è

ξ(123)(L1, L2, L3) = ξ(123)(L′1, L
′
2, L

′
3). Ëþáîå cp-çàöåïëåíèå (L1, L2, L3)

ñ µ̃(123) 6= 0 cp-èçîòîïíî êîëüöó Áîððîìåî (ñ êàêîé-òî íóìåðàöèåé

êîìïîíåíò).

3. Ïóñòü (L1, L2, L3, L4) - cp-çàöåïëåíèå. Îíî cp-èçîòîïíî òðèâèàëüíîìó

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ̃(ij)(L1, L2, L3, L4) = 0 ïðè 1 6 i < j 6 4

è µ̃(ijk)(L1, L2, L3, L4) = 0 ïðè 1 6 i < j < k 6 4.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü (L1, L2, L3, L4) - îðèåíòèðîâàííîå (êëàññè÷åñêîå) çàöåï-

ëåíèå. Åñëè îíî èçîòîïíî êàêîìó-íèáóäü cp-çàöåïëåíèþ, òî µ̄(1234)(L1, L2,

L3, L4) = 0, ãäå µ̄(1234) - îäèí èç ñåðèè µ̄-èíâàðèàíòîâ, îïðåäåëåííûõ Ìèë-

íîðîì.
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