
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Ìóðàíîâ Âèòàëèé Àðñåíüåâè÷

Ñòàáèëèçàöèÿ è óñòîé÷èâîñòü íåëèíåéíûõ èìïóëüñíûõ
ñèñòåì.

ñïåöèàëüíîñòü 01.01.09 - Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è
ìàòåìàòè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã
2007 ã.



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ìàòåìàòèêî-
ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
Ãåëèã Àðêàäèé Õàéìîâè÷

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò
×óðèëîâ Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò
Ñìèðíîâà Âåðà Áîðèñîâíà

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ
Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Íàóê

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ ¾ ¿ .................................... 2007ã. â ............. ÷àñîâ
íà çàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 212.232.29 ïî çàùèòå äèññåðòàöèé íà
ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà íàóê ïðè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì
óíèâåðñèòåòå ïî àäðåñó: 198504, Ïåòðîäâîðåö, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð., ä. 28,
ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò.

Çàùèòà áóäåò ïðîõîäèòü â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì îòäåëåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî
èíñòèòóòà èì. Ñòåêëîâà ÐÀÍ ïî àäðåñó: ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, íàá. Ð. Ôîíòàíêè, ä.
27, àóä. 311.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â Íàó÷íîé áèáëèîòåêå Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïî àäðåñó: Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
Óíèâåðñèòåòñêàÿ íàá., 7/9.
Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí ¾ ¿ ...................... 2007ã.
Ó÷åíûé ñåêðåòàðü
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 212.232.29
äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð

Â. Ì. Íåæèíñêèé



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èíòåðåñ ê äèíàìèêå ñèñòåì ñ èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèåé
ñòèìóëèðóåòñÿ íå òîëüêî òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî íåêîòîðûå ìîäåëè
íåéðîííûõ ñåòåé îïèñûâàþòñÿ èìïóëüñíûìè ñèñòåìàìè, íî è áëàãîäàðÿ òîìó,
÷òî èìïóëüñíûå ñèñòåìû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ñîâðåìåííîé òåõíèêå ïðè
îáðàáîòêå èíôîðìàöèè è óïðàâëåíèè áëàãîäàðÿ ïðîñòîòå èõ ðåàëèçàöèè,
âûñîêîé òî÷íîñòè è íàäåæíîñòè, à òàêæå ìàëîé ýíåðãîåìêîñòè. Ïîýòîìó
ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ èìïóëüñíûõ ñèñòåì ïðèâëåêàëà âíèìàíèå ìíîãèõ
èññëåäîâàòåëåé (Í.Å. Æóêîâñêèé, ß.Ç. Öûïêèí, Â.À. ßêóáîâè÷, Â.Ì.
Êóíöåâè÷, Þ.Í. ×åõîâîé, Å.Í. Ðîçåíâàññåð, À.Ä. Ìûøêèñ, À.Ì. Ñàìîéëåíêî,
M. Gouy, E.I. Jury, V. Lakshmikantham, D.D. Bainov, P.S. Simeonov, Ï.
Âèäàëü, Ã.À. Ëåîíîâ, À.Õ. Ãåëèã, À.Í. ×óðèëîâ è äð.), â ðàáîòàõ êîòîðûõ
èññëåäîâàëèñü äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ ñèñòåì.
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ
èìïóëüñíûõ ñèñòåì, à òàêæå ñèíòåç ñòàáèëèçèðóþùèõ èõ óïðàâëåíèé.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèé âêëþ÷àþò òåîðèþ ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷àñòîòíóþ òåîðåìó, à òàêæå ìåòîä óñðåäíåíèÿ.
Íàó÷íóþ íîâèçíó ðàáîòû ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Ïîëó÷åíû
÷àñòîòíûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíîé èìïóëüñíîé ñèñòåìû
ñ ìîíîòîííîé ýêâèâàëåíòíîé íåëèíåéíîñòüþ, à òàêæå ðàçðàáîòàíû
àëãîðèòìû ñèíòåçà ðîáàñòíûõ ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèé, â òîì ÷èñëå
îáåñïå÷èâàþùèõ èíâàðèàíòíîñòü ê âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû
ðàáîòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, îäíàêî ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â
òåõíèêå ïðè ðàçðàáîòêå èìïóëüñíûõ ðåãóëÿòîðîâ.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà IX
ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå ¾Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ íåëèíåéíûõ
ñèñòåì óïðàâëåíèÿ¿ èì. Å.Ñ.Ïÿòíèöêîãî (Ìîñêâà, 2006), Ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè "Dynamical Modelling of Computer Systems"(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
2004), à òàêæå íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÑÏáÃÓ.
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Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â
ðàáîòàõ [1-4].
Â ðàáîòàõ [1-3] À.Õ.Ãåëèãó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä
óñðåäíåíèÿ. Â ðàáîòå [4] À.Õ.Ãåëèãó ïðèíàäëåæàò òîëüêî ïîñòàíîâêà
çàäà÷è. Â ðàáîòàõ [1-4] Â.À. Ìóðàíîâó ïðèíàäëåæàò ôîðìóëèðîâêà òåîðåì è
èõ äîêàçàòåëüñòâà.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ îáúåìîì 80 ñòðàíèö ñîñòîèò èç
4 ãëàâ, ïðèëîæåíèÿ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû (72 íàèìåíîâàíèÿ).

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Â ïåðâîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ ñâîéñòâà íåëèíåéíîãî ðàçðûâíîãî îïåðàòîðà M
("G-ìîäóëÿòîðà"), îïèñûâàþùåãî ðàçëè÷íûå âèäû èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèè.
Îïåðàòîð M îòîáðàæàåò êàæäóþ íåïðåðûâíóþ íà [0, +∞) ôóíêöèþ ζ(t) â
ôóíêöèþ ξ(t) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} (n = 0, 1, 2, . . . ; t0 = 0), îáëàäàþùèå
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå T è δ0, ÷òî äëÿ âñåõ n

âåðíà îöåíêà
δ0T 6 tn+1 − tn 6 T

2) ôóíêöèÿ ξ(t) êóñî÷íî íåïðåðûâíà íà êàæäîì ïðîìåæóòêå [tn, tn+1) è íå
ìåíÿåò çíàêà íà íåì;

3) ξ(t) çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé ζ(τ) ïðè τ 6 t, tn çàâèñèò òîëüêî îò
çíà÷åíèé ζ(τ) ïðè τ 6 tn;

4) Äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóåò t̃n ∈ [tn, tn+1) òàêîå, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå
n-îãî èìïóëüñà

vn =
1

tn+1 − tn

tn+1∫

tn

ξ(t) dt

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
vn = ϕ(ζ(t̃n)),

ãäå ϕ(ζ) � íåïðåðûâíàÿ è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ íà (−∞, +∞) ôóíêöèÿ,
íàçûâàåìàÿ ýêâèâàëåíòíîé íåëèíåéíîñòüþ.
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Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèè ÿâëÿåòñÿ øèðîòíî-
èìïóëüñíàÿ ìîäóëÿöèÿ ïåðâîãî ðîäà (ØÈÌ-1), ïðè êîòîðîé tn+1 = tn + T ,

ξ(t) =





sign σ(nT ), nT 6 t < nT + τn,

0, nT 6 t < nT + τn, σ(nT ) 6= 0,

0, nT 6 t < (n + 1)T, σ(nT ) = 0,

(1)

à øèðèíà èìïóëüñà τn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

τn = F (|σ(nT )|), (2)

ãäå F íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà [0, +∞), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì

F (0) = 0, 0 < F 6 T.

Â ñëó÷àå øèðîòíî-èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèè âòîðîãî ðîäà (ØÈÌ-2) ξ(t)

îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå ïî ôîðìóëå (1), à τn ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïîëîæèòåëüíûì
êîðíåì óðàâíåíèÿ

τn = F (|σ(nT + τn)|),

åñëè òàêîâîé ñóùåñòâóåò íà èíòåðâàëå [nT, (n + 1)T ), è τn = T â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ØÈÌ-1 îïåðàòîð M äåéñòâóþùèé èç C â
L1 íåïðåðûâåí, à â ñëó÷àå ØÈÌ-2 îí ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò,
ïîñêîëüêó êîðåíü óðàâíåíèÿ (2) τn, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì
ôóíêöèîíàëîì îò σ(t). Äëÿ ýòèõ îáîèõ âèäîâ èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèè
ýêâèâàëåíòíàÿ íåëèíåéíîñòü èìååò âèä

ϕ(σ) =





F (|σ|)sign σ

T
, σ 6= 0,

0, σ = 0.

Â ýòîì æå ïàðàãðàôå îïèñàíû è äðóãèå âèäû èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèè (ÀÈÌ,
×ÈÌ-1, ×ÈÌ-2, êîìáèíèðîâàííàÿ ìîäóëÿöèÿ) âìåñòå ñ èõ ýêâèâàëåíòíûìè
íåëèíåéíîñòÿìè. Ïðèâåäåí îáçîð ëèòåðàòóðû ïî óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè
íåëèíåéíûõ èìïóëüñíûõ ñèñòåì.
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Â ïàðàãðàôå 1.2 èçëîæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
Âî âòîðîé ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè â öåëîì èìïóëüñíîé

ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ẋ = Ax + bξ, σ = c∗x, ξ = Mσ, (3)

ãäå A - ïîñòîÿííàÿ m×m-ìàòðèöà, b è c - ïîñòîÿííûå m-ìåðíûå ñòîëáöû, ∗ -
çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ (âñå âåëè÷èíû âåùåñòâåííûå), M � G-ìîäóëÿòîð.

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (3) ðàññìàòðèâàåòñÿ "ýêâèâàëåíòíàÿ"íåïðåðûâíàÿ
ñèñòåìà

ẋ = Ax + bϕ(σ), σ = c∗x, (4)

ãäå ϕ(σ) - ýêâèâàëåíòíàÿ íåëèíåéíîñòü ìîäóëÿòîðà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ϕ(σ)

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

sup
σ∈R1

|ϕ(σ)| < ∞,

è äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà k ∈ (0, +∞) ïðè âñåõ σ′, σ′′ ∈ R âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

0 6 (ϕ(σ′)− ϕ(σ′′))(σ′ − σ′′) 6 k(σ′ − σ′′)2.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (4) Í.Å. Áàðàáàíîâûì áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
â öåëîì, êîòîðûå îáîáùàþò êðèòåðèè, ïîëó÷åííûå Brockett R.W., Williams
J.L., Zames G., O'Shea R.P., Narendra K.S., Neuman Ch P., Cho Y.S., Falb
P.Z., Sundareshan M.K., Thathachar M.A.L., Freedman M.I., Âîðîíîâûì À.À.,
ßêóáîâè÷åì Â.À.

Â ïàðàãðàôå 2.1 óñëîâèÿ Í.Å. Áàðàáàíîâà, ïîëó÷åííûå äëÿ íåïðåðûâíîé
ñèñòåìû (3) ðàñïðîñòðàíåíû íà èìïóëüñíóþ ñèñòåìó (1). Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A ãóðâèöåâà è âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ L(p), ÷òî L(iω) (ω ∈
R) ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå îò íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè
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l(t) ∈ L1(−∞, +∞), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

‖l‖L1(−∞,+∞) 6 1.

2) Ïðè íåêîòîðûõ δ > 0 è θ ïðè âñåõ w > 0 âûïîëíåíî ÷àñòîòíîå óñëîâèå

Re

{
(1 + iωθ + L(iω))

(
W (iω) +

1
k

)}
> δ|W (iω)|2 + 2κT |(A− iωI)−1b|2, (5)

ãäå W (p) = c∗(A − pI)−1b, à äëÿ κ = κ(‖A‖, ‖b‖, ‖c‖, T ) ïîëó÷åíà ÿâíàÿ
ôîðìóëà, ïðè ýòîì κ → 0 ïðè T → 0.
3) Ëèáî ôóíêöèÿ ϕ(σ) íå÷åòíà, ëèáî l(t) 6 0 ïðè âñåõ t ∈ R.
Òîãäà x(t) → 0 ïðè t → +∞ è âñåõ x(0) ∈ Rm.

Åñëè, êðîìå òîãî, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè σ = 0 ôóíêöèÿ ϕ(σ) èìååò
íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ è |ϕ′(σ)|, |ϕ′′(σ)| îãðàíè÷åíû, ìàòðèöà A +

bc∗ϕ′(0) ãóðâèöåâà è T óäîâëåòâîðÿåò âåðõíåé îöåíêå

2
(

24k2

π2
(κ2 + T 2‖c‖2‖A‖2‖b‖2) + 2k2κ2

)
T 2 < 1,

ãäå κ = c∗b, òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 ñèñòåìû (3) óñòîé÷èâî â öåëîì.
Ïðè T → 0 óñëîâèå (5) ïåðåõîäèò â ÷àñòîòíîå óñëîâèå

óñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷åííîå Í.Å. Áàðàáàíîâûì äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4).

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ìåòîäå ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé,
âòîðîì ìåòîäå Ëÿïóíîâà, ÷àñòîòíîé òåîðåìå è ìåòîäå óñðåäíåíèÿ,
èñïîëüçóþùåì óñòàíîâëåííûå À.Í. ×óðèëîâûì èíòåãðàëüíûå êâàäðàòè÷íûå
ñâÿçè.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ñòàáèëèçèðóþùåãî
óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíîé èìïóëüñíîé ñèñòåìû, îïèñàííîé ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ẋ = A(t, x(t), x(t− τ))x(t) + b(t, x(t), x(t− τ))ξ, (6)

ξ = Mζ, ζ = χ(σ), σ(x) = s∗x, (7)
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ãäå τ > 0, A ∈ Rm×m, b, s ∈ Rm×1, ξ ∈ R1, ζ ∈ R1, x ∈ Rm, ∗ � çíàê
òðàíñïîíèðîâàíèÿ, âñå âåëè÷èíû âåùåñòâåííûå. M - íåëèíåéíûé îïåðàòîð,
ÿâëÿþùèéñÿ G-ìîäóëÿòîðîì, A è b - íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà s è ôóíêöèè χ, ïðè êîòîðûõ
ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 óñòîé÷èâî â öåëîì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà êëàññà ýòèõ ñèñòåì. Â ïåðâîì êëàññå

A(·) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 1 . . . 0

0 0 . . . 0
...

0 0 . . . 1

α1(·) α2(·) . . . αm(·)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, b(·) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

β1(·)
...

βm(·)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (8)

à âûõîä ìîäóëÿòîðà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ξ(t) = ϕ(ζ(tn)), (9)

ïðè tn 6 t < tn+1. Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå (·) = (t, x(t), x(t −
τ)).

Ñèíòåç ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèé îñíîâàí íà ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

V (x) = x∗Hx, (10)

ãäå H = H−1
1 , à H1 � òðåõïîëîñíàÿ ìàòðèöà âèäà

H1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

h1 h1 2 0 · · · 0 0

h1 2 h2 h2 3 · · · 0 0

0 h2 3 h3 · · · 0 0
...

0 0 0 · · · hm−2,m−1 0

0 0 0 · · · hm−1 hm−1,m

0 0 0 · · · hm−1,m hm

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Çäåñü hi j = − 1
2

√
hihj , hi � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
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Ñëåäóÿ ìåòîäó È.Å. Çóáåð, âåêòîð s îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå s = λHem, ãäå λ

è hi j ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû äëÿ ýêâèâàëåíòíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû

ẋ = Ax + b(x)ϕ(σ) (11)

áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

V̇ + βV < 0,

ãäå β - çàäàííûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, à V̇ � ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà (10), âçÿòàÿ â ñèëó ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìû (11).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: gi - i-é ñòîëáåö ìàòðèöû H1, µ− - ìèíèìàëüíîå
ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû H, ìàòðèöà

Q1(·) = A(·)H1 + H1A
∗(·) + βH1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q0 ïîñòîÿííóþ (m − 1) × (m − 1) ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Q1, ðàñïîëîæåííûõ â ïåðâûõ m − 1 ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ.
Ïðåäñòàâèì b(·) â âèäå

b∗(·) =
∥∥∥ b̂∗(·), βm(·)

∥∥∥ ,

ãäå b̂(·) ∈ Rm−1. Îáîçíà÷èì

a(·) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α1(·)
...

αm(·)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, q(·) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a∗(·)g1

...
a∗(·)gm−3

a∗(·)gm−2 + hm−1,m

a∗(·)gm−1 + hm + βhm−1,m

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, ρm(·) = a∗(·)gm+
β

2
hm,

c1(·) = −b̂∗(·)Q−1
0 b̂(·), c2(·) = βm(·)− q∗(·)Q−1

0 b̂(·),

c3(·) = 2ρm(·)− q∗(·)Q−1
0 q(·), D(·) = c2

2(·)− c1(·)c3(·),

λ±(·) =
−c2(·)±

√
D(·)

c1(·) .
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Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî ñâîéñòâî 1) îïåðàòîðà M è
ñîîòíîøåíèå (9), à òàêæå íåðàâåíñòâà

sup
(·)∈[t0,+∞)×R2m

(||A(·)||+ ||b(·)||) < ∞,

sup
(·)∈[t0,+∞)×R2m

λ−(·) < inf
(·)∈[t0,+∞)×R2m

λ+(·).

inf
(·)∈[t0,+∞)×R2m

D(·) > 0, T < ∆1,

ãäå äëÿ ∆1 = ∆1(sup(·)∈[t0,+∞)×R2m ‖A‖, sup(·)∈[t0,+∞)×R2m ‖b‖, T ) ïîëó÷åíà
ÿâíàÿ ôîðìóëà. Ïóñòü âåêòîð s è ôóíêöèÿ χ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè
s = λHem, χ = ϕ−1. Òîãäà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 ñèñòåìû (6-8)
óñòîé÷èâî â öåëîì.

Âî âòîðîì êëàññå

A(·) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α1,1(·) 1 0 . . . 0

α2,1(·) α2,2(·) 1 . . . 0
...

αm−1,1(·) αm−1,2(·) αm−1,3(·) . . . 1

αm,1(·) αm,2(·) αm,3(·) . . . αm,m(·)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, b(·) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0
...
0

1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

(12)

à îïåðàòîð M îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1) - 4), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ G-ìîäóëÿòîðîì.
Êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ñèíòåç ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèé
îñíîâàííûé íà èññëåäîâàíèè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (10) è ìåòîäå óñðåäíåíèÿ.
Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ χ = ϕ−1, à âåêòîð s îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
s = λHem. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè îöåíêè T < ∆2, ãäå äëÿ ∆2 =

∆2(sup(·)∈[t0,+∞)×R2m ‖A‖, sup(·)∈[t0,+∞)×R2m ‖b‖, T ) ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà,
ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 ñèñòåìû (6), (7), (12) óñòîé÷èâî â öåëîì.

×åòâ¼ðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñèíòåçó óïðàâëåíèé, îñóùåñòâëÿþùèõ
èíâàðèàíòíóþ ñòàáèëèçàöèþ, ïðè êîòîðîé âûõîä ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè t → +∞ íåçàâèñèìî îò ïîñòîÿííî äåéñòâóþùåãî âîçìóùåíèÿ, à âåêòîð
ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà, îïèñûâàåìàÿ ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ẋ = A(t, x(t), x(t− τ))x + b1(t, x(t), x(t− τ))ξ+

+b2(t, x(t), x(t− τ))ν + g(t, x(t), x(t− τ))ψ(t), (13)

ξ = Mζ, σ(x) = c∗x,

ãäå τ > 0, A ∈ Rm×m; c, b1, b2, g ∈ Rm; ξ, ζ, ν, ψ ∈ R1;x ∈ Rm, ∗ � çíàê
òðàíñïîíèðîâàíèÿ, âñå âåëè÷èíû âåùåñòâåííûå. Ýëåìåíòû ìàòðèö A, b1, b2

íåïðåðûâíû ïî âñåì àðãóìåíòàì è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â [t0, +∞)×R2m, c

- ïîñòîÿííûé âåêòîð. Âåëè÷èíà c∗x ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ñèñòåìû, à ψ(t) ïîñòîÿíî
äåéñòâóþùèì âíåøíèì âîçìóùåíèåì.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ν è ζ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû σ(t) → 0

ïðè t → ∞ íåçàâèñèìî îò ψ è âåêòîð x(t) áûë ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à íåòðèâèàëüíà, òî åñòü c∗g(·) 6= 0 ïðè (·) ∈
[t0, +∞) × R2m. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ σ(t)

óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ
σ̇ + βσ = 0, (14)

ãäå β � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Âûáðàâ óïðàâëåíèå ν ïî ôîðìóëå

ν = − 1
c∗b2(·) [c∗(A(·) + βI)x + c∗b1(·)ξ + c∗g(·)ψ], (15)

óäîâëåòâîðèì ñîîòíîøåíèþ (14). Ïðè ýòîì ñèñòåìà (13) ïðèìåò âèä

ẋ = A1(·)x + b(·)ξ + f(·), ξ = Mζ, (16)

ãäå
A1(·) =

(
I − b2(·)c∗

c∗b2(·)
)

A(·)− β
b2(·)c∗
c∗b2(·) ,

b(·) =
(

I − b2(·)c∗
c∗b2(·)

)
b1(·), f(·) = g1(·)ψ(t),

g1(·) = g(·)− c∗g(·)
c∗b2(·)b2(·).
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Ïîëîæèì â ñèñòåìå (16)
ζ = ϕ−1(s∗x). (17)

Áóäåì èñêàòü òàêîé âåêòîð s, ÷òîáû ‖x(t)‖ áûëà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà. Ñ
ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì äâà êëàññà ñèñòåì. Â ïåðâîì êëàññå ìàòðèöà A1(·) è
âåêòîð b(·) èìåþò âèä (8), à îïåðàòîðM îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1), (9). Äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ñèñòåìà (16) ïðè f(·) ≡ 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû 3.1 è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

inf
(·)∈[t0,+∞)×R2m

|c∗b2(·)| > 0, (18)

îïåðàòîð M îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1) è (9), óïðàâëåíèÿ ν è ζ îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè (15), (17), à T óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå T < ∆3, ãäå äëÿ ∆3 =

∆3(sup(·)∈[t0,+∞)×R2m ‖A‖, sup(·)∈[t0,+∞)×R2m ‖b1‖, sup(·)∈[t0,+∞)×R2m ‖b2‖,
sup(·)∈[t0,+∞)×R2m ‖g‖, ‖c‖, T ) ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà. Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (13) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

σ(t) = c∗x(t0)exp[−β(t− t0)], (19)

lim
t→+∞

||x(t)|| 6 γ lim
t→+∞

|ψ(t)|, (20)

ãäå β - çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à γ - ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, íå
çàâèñÿùàÿ îò x(t0).

Âî âòîðîì êëàññ ñèñòåì âåêòîð b(x) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì åäèíè÷íûì îðòîì,
à ìàòðèöà A1 ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíîé âèäà (12). Îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà M
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ G-ìîäóëÿòîðîì, òî åñòü îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
1)-4). Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (18), ìàòðèöà A1

è ñòîëáåö b èìååò âèä (12), îïåðàòîð M îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
1)-4), óïðàâëåíèÿ ν è ζ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (15),
(17) è T óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå T < ∆4, ãäå äëÿ ∆4 =

∆4(sup(·)∈[t0,+∞)×R2m ‖A‖, sup(·)∈[t0,+∞)×R2m ‖b1‖, sup(·)∈[t0,+∞)×R2m ‖b2‖,
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sup(·)∈[t0,+∞)×R2m ‖g‖, ‖c‖, T ) ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà. Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (13) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (19), (20).

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ìåòîäå óñðåäíåíèÿ. Ïðè ýòîì íîâûì ìîìåíòîì
ÿâèëàñü íåîáõîäèìîñòü îöåíêè ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà íå òîëüêî
ñâåðõó, íî è ñíèçó.

Â ïðèëîæåíèè äëÿ êîíêðåòíîé íåëèíåéíîé èìïóëüñíîé ñèñòåìû,
ðàññìîòðåííîãî â ãëàâå 3 òèïà ñ êîìáèíèðîâàííîé øèðîòíî-àìïëèòóäíîé
ìîäóëÿöèåé ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3.2 ïîñòðîåíî ðîáàñòíîå ñòàáèëèçèðóþùåå
óïðàâëåíèå. Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
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