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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Òåîðèÿ âýéâëåòîâ (âñïëåñêîâ) ïîÿâèëàñü íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé íàçàä è èìå-
åò çíà÷èìîå ïðèëîæåíèå ê ðåøåíèþ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ
íàóêè: ìàòåìàòèêå, ôèçèêå, ìåäèöèíå, èíæåíåðíîì äåëå. Ðàçâèòèå òåîðèè îñó-
ùåñòâëÿëè ìíîãèå ó÷åíûå: È. Ìåéåð, Ñ. Ìàëëà, È. Äîáåøè, Ã. Ñòðýíã, Æ. Áàò-
òëå, Ï. Æ. Ëåìàðüå, ×. ×óè, À. Êîýí, Ð. Êîéôìàí, Ñ. Á. Ñòå÷êèí, Â. À. Ðâà÷åâ,
È. ß. Íîâèêîâ, Ì. À. Ñêîïèíà, À. Ï. Ïåòóõîâ, Â. Í. Ìàëîçåìîâ, Â. À. Æåëóäåâ,
Â. Þ. Ïðîòàñîâ è äð.

Âýéâëåòû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ñîñòàâëåíèè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ
îáðàáîòêè áîëüøèõ ïîòîêîâ èíôîðìàöèè èëè öèôðîâûõ ñèãíàëîâ. Ðîëü òåîðèè
âýéâëåòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäîñòàâëåíèè ïðåäìåòíîìó ñïåöèàëèñòó äîñòàòî÷íî
øèðîêîãî íàáîðà ñðåäñòâ, èç êîòîðûõ îí ìîæåò âûáðàòü èìåííî òî ñðåäñòâî,
êîòîðîå åìó ïîäõîäèò äëÿ îáðàáîòêè (äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ñîñòàâëÿþùèå) èí-
òåðåñóþùåãî åãî ïîòîêà èíôîðìàöèè (öèôðîâîãî ñèãíàëà). Â òåîðèè âýéâëåòîâ
óïîìÿíóòûìè ñðåäñòâàìè ÿâëÿþòñÿ íàáîðû âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé è
èõ ïðåäñòàâëåíèé â âèäå ïðÿìîé (à èíîãäà è îðòîãîíàëüíîé) ñóììû âýéâëåòíûõ
ïðîñòðàíñòâ.

Ìíîãèå òèïû èçâåñòíûõ âýéâëåòîâ îáåñïå÷èâàþò áûñòðîå, íî âåñüìà íåòî÷-
íîå ñæàòèå. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñïëàéí-âýéâëåòíûå ñèñòåìû ñ ãàðàí-
òèðîâàííî âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïðèáëèæåíèÿ ãëàäêèõ öèôðîâûõ ïîòîêîâ. Îíè
ïðèâîäÿò ê ýôôåêòèâíîìó ñæàòèþ è ê äîñòàòî÷íî òî÷íîìó ðåçóëüòàòó, èáî ó÷è-
òûâàþò "ãëàäêîñòü" îáðàáàòûâàåìîãî ïîòîêà öèôðîâîé èíôîðìàöèè. Ñòèìó-
ëîì ê èçó÷åíèþ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé ñòàëè ðàáîòû Ñ. Ã. Ìèõëèíà è
Þ. Ê. Äåìüÿíîâè÷à, ïîñêîëüêó èñõîäíûìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ àïïðîêñèìàöèîííûå
ñîîòíîøåíèÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà (α, β) = R1, à ñåòêà � ðàâíîìåðíàÿ, óäàåòñÿ ïðèìåíèòü
ìîùíûé àïïàðàò ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà (â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé L2(R1) è
ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l2). Ýòîìó ñëó÷àþ ïîñâÿùåíî áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé. Ïðè îáðàáîòêå öèôðîâûõ ïîòîêîâ ñ ðåçêî ìåíÿþùè-
ìèñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè (ñî ñìåíîé ïëàâíîãî ïîâåäåíèÿ íà ñêà÷êîîáðàçíîå è
íàîáîðîò) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó, ïðèñïîñàáëèâàå-
ìóþ ê îáðàáàòûâàåìîìó ïîòîêó. Ïðèìåíåíèå íåðàâíîìåðíîé ñåòêè ïîçâîëÿåò
óëó÷øèòü ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé áåç óñëîæíåíèÿ âû÷èñëåíèé. Áîëåå òîãî, äëÿ
óëó÷øåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ ðàçëè÷íûå ñòåïåíè èçìåëü÷åíèÿ
ñåòêè â ðàçíûõ ÷àñòÿõ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîìåæóòêà.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå íîâûõ àïïðîêñèìèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ
ñ ëîêàëüíûì áàçèñîì; ïîñòðîåíèå ìèíèìàëüíûõ ñïëàéíîâ ñ êîìïàêòíûì íîñè-
òåëåì íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå è èññëåäîâàíèå èõ ñâîéñòâ; íàõîæäåíèå öåïî-
÷åê âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåëü÷àþùèõñÿ ñåòîê;
ïðåäñòàâëåíèå óïîìÿíóòûõ öåïî÷åê â âèäå ïðÿìîé ñóììû âýéâëåòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ñ ëîêàëüíûì áàçèñîì; ïîñòðîåíèå íîâûõ ñïëàéí-âýéâëåòíûõ ðàçëî-
æåíèé; ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷åííûìè ìèíèìàëüíûìè ñïëàéíàìè; ïî-
ëó÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ îñòàòêà ïðèáëèæåíèÿ; ñîñòàâëåíèå àëãîðèòìîâ ìîäå-
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ëèðîâàíèÿ ñïëàéí-âýéâëåòíîé àïïðîêñèìàöèè, àëãîðèòìîâ äåêîìïîçèöèè è ðå-
êîíñòðóêöèè (â òîì ÷èñëå ïàðàëëåëüíûõ); ÷èñëåííàÿ àïðîáàöèÿ ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ íà ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåáðû è òåîðèè ôóíêöèé
âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñîâ ìèíèìàëüíûõ ñïëàéíîâ
ïðèìåíåí ìåòîä àïïðîêñèìàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé.

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäåíà ñòðîãèìè äîêàçàòåëüñòâàìè; ðå-
çóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðîâåäåííûìè ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè.

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Ïîëó÷åíû íîâûå àïïðîêñèìèðóþùèå ïðîñòðàíñòâà ñ ëîêàëüíûì áàçèñîì
� ïðîñòðàíñòâà Bϕ-ñïëàéíîâ. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà Bϕ-ñïëàéíîâ òðåòüåãî
ïîðÿäêà ñ ìèíèìàëüíûì êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, ïîñòðîåííûõ íà íåðàâ-
íîìåðíîé ñåòêå. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ.
Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ è íåïîëèíî-
ìèàëüíûõ Bϕ-ñïëàéíîâ.

2. Äëÿ ïîñòðîåííûõ ñïëàéíîâ óñòàíîâëåíû ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå äàþò ïðåä-
ñòàâëåíèå êîîðäèíàòíûõ ñïëàéíîâ íà èñõîäíîé ñåòêå â âèäå ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè êîîðäèíàòíûõ ñïëàéíîâ íà ñåòêå, ïîëó÷åííîé èçìåëü÷åíèåì èñ-
õîäíîé. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåëü÷àþùèõñÿ ñåòîê ïîëó÷åíû öåïî÷-
êè âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ.

3. Äàíî ïðåäñòàâëåíèå öåïî÷åê âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ â âèäå ïðÿìîé ñóì-
ìû âýéâëåòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ëîêàëüíûì áàçèñîì. Ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâó-
þùèå ôîðìóëû äåêîìïîçèöèè è ðåêîíñòðóêöèè. Äàíû ñïîñîáû ðàñïàðàë-
ëåëèâàíèÿ óïîìÿíóòûõ ôîðìóë. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ
àëãîðèòìîâ äåêîìïîçèöèè è ðåêîíñòðóêöèè ê ñæàòèþ è âîññòàíîâëåíèþ
ìîäåëüíûõ ÷èñëîâûõ ïîòîêîâ.

4. Äëÿ ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà C 4 ïîñòðîåíà àïïðîêñèìàöèÿ â âèäå ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ñïëàéíîâ, êîýôôèöèåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
çíà÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèîííûõ ôóíêöèîíàëîâ. Äàíî ïðåäñòàâëåíèå îñòàò-
êà ïðèáëèæåíèÿ. Íàéäåíû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ àïïðîêñèìàöèîí-
íûõ ôóíêöèîíàëîâ è Bϕ-ñïëàéíîâ. Ðàññìîòðåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè àï-
ïðîêñèìàöèè Bϕ-ñïëàéíàìè, â òîì ÷èñëå è îöåíêè, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì
òî÷íîñòè íà êîìïîíåíòàõ âåêòîð-ôóíêöèè ϕ.

5. Äîêàçàí ðÿä àëãåáðàè÷åñêèõ òîæäåñòâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì Bϕ-
ñïëàéíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà Bϕ-ñïëàéíîâ âòîðîãî
è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ.
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6. Ïðîìîäåëèðîâàíà àïïðîêñèìèðóåìàÿ ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà C 4 â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îáðàçóþùèõ ñïëàéíîâ (òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ), êî-
ýôôèöèåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò çíà÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèîííûõ ôóíêöèî-
íàëîâ íà óïîìÿíóòîé ôóíêöèè. Äàíû ðåçóëüòàòû ïðèáëèæåíèÿ â ñëó÷àå
ñïëàéí-âýéâëåòíîé ìîäåëè àïïðîêñèìàöèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ ïîëåçíîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, à òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêèé
èíòåðåñ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ñîçäàíèÿ âûñîêî-
ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïðè ñæàòèè
è ïîñëåäóþùåì âîññòàíîâëåíèè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ áîëüøèõ ïîòîêîâ èíôîð-
ìàöèè (öèôðîâûõ ñèãíàëîâ) ñ ðåçêî ìåíÿþùèìèñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè, èçîáðà-
æåíèé. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èíòåðïîëÿöèè
è àïïðîêñèìàöèè âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé îäíîé è ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ïðè ÷èñ-
ëåííîì ðåøåíèè ðÿäà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, à òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè
ïàðàëëåëüíûõ ôîðì àëãîðèòìîâ óïîìÿíóòûõ çàäà÷.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áûëè äîëîæåíû íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìè-
íàðàõ:

1. Ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ è óñòîé÷èâîñòü. XXXVII ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ
êîíôåðåíöèÿ àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ, Ñ.-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ, 10�13 àïðåëÿ
2006 ã.

2. Âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ íà êëàñòåðíûõ ñèñòåìàõ. 6é ìåæ-
äóíàðîäíûé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèé ñåìèíàð, Ñ.-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ, 12�16
äåêàáðÿ, 2006 ã.

3. 12th International Conference in Approximation Theory. San Antonio, Texas,
USA, March 4�8, 2007.

4. Ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ è óñòîé÷èâîñòü. XXXVIII ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ
êîíôåðåíöèÿ àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ, Ñ.-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ, 9�12 àïðåëÿ
2007 ã.

5. Íåëèíåéíûé äèíàìè÷åñêèé àíàëèç � 2007. Ìåæäóíàðîäíûé êîíãðåññ,
Ñ.-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ, 4�8 èþíÿ, 2007 ã.

6. Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ÊÂÌ�2007,
Àêàäåìãîðîäîê, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ, 18�20 èþíÿ 2007 ã.

7. Leonhard Euler Congress. Third International Workshop on Reliable Methods
of Mathematical Modeling, St. Petersburg, Russia, July 24�27, 2007.

8. Ñåìèíàð êàôåäðû ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

5



Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â 11 ðàáîòàõ (ñì. ðàçäåë "Ñïèñîê îïóá-
ëèêîâàííûõ ðàáîò ïî òåìå äèññåðòàöèè" â êîíöå àâòîðåôåðàòà).

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ îáúåìîì 178 ñòðàíèö ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øåñòè ãëàâ, çàêëþ-
÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, à òàêæå 5 òàáëèö è 29 ðèñóíêîâ.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû è èç-
ëàãàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåííûå ñïëàéíû òðåòüåãî ïîðÿäêà,
èìåþùèå ìèíèìàëüíûé íîñèòåëü.

Ïóñòü Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, R1 � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü ÷åòûðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî R4, ïðè÷åì âåêòî-
ðû â íåì áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ îäíîñòîëáöîâûìè ìàòðèöàìè è ïðèìåíÿòü ê
íèì îáû÷íûå ìàòðè÷íûå îïåðàöèè; â ÷àñòíîñòè, äëÿ äâóõ âåêòîðîâ a,b ∈ R4

âûðàæåíèå aTb ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ
âåêòîðîâ, òî åñòü aTb =

∑3
s=0[a]s[b]s, ãäå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ � êîìïîíåíòû

âåêòîðîâ. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû a,b,c,d
∈ R4 (â óêàçàííîì òîëüêî ÷òî ïîðÿäêå), îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì (a,b, c,d), à
âûðàæåíèå det(a,b, c,d) îçíà÷àåò åå îïðåäåëèòåëü.

Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî Adef
= {aj}j∈Z âåêòîðîâ aj ∈ R4 áóäåì íàçûâàòü öå-

ïî÷êîé âåêòîðîâ. Öåïî÷êàA íàçûâàåòñÿ ïîëíîé öåïî÷êîé âåêòîðîâ, åñëè ìàòðè-
öà Aj

def
=

(
aj−3, aj−2, aj−1, aj

)
ÿâëÿåòñÿ íåîñîáåííîé ìàòðèöåé ïðè ëþáîì j ∈ Z.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîëíûõ öåïî÷åê áóäåì îáîçíà÷àòü A.
Íà èíòåðâàëå (α, β) ⊂ R1 ðàññìîòðèì ñåòêó X

def
= {xj}j∈Z,

X : . . . < x−1 < x0 < x1 < . . . ; ïóñòü α
def
= lim

j→−∞
xj, β

def
= lim

j→+∞
xj. (1)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ M
def
= ∪j∈Z (xj, xj+1), Sj

def
= [xj, xj+4], Jk

def
= {k − 3, k − 2,

k − 1, k}, k, j ∈ Z.
Ïðè K0 ≥ 1, K0 ∈ R1 îáîçíà÷èì X (K0, α, β) êëàññ ñåòîê âèäà (1) ñî ñâîé-

ñòâîì ëîêàëüíîé êâàçèðàâíîìåðíîñòè K−1
0 ≤ (xj+1 − xj)(xj − xj−1)

−1 ≤ K0

∀j ∈ Z è ïîëîæèì hX
def
= supj∈Z (xj+1 − xj).

Ïóñòü X(M) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, çà-
äàííûõ íà ìíîæåñòâå M. Äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà S ïóñòü
CS(α, β) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ âìåñòå ñî âñåìè ïðî-
èçâîäíûìè äî ïîðÿäêà S âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (α, β). Òàêæå íàì
ïîòðåáóåòñÿ îáû÷íî èñïîëüçóåìîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî CS[α, β].

Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ ϕ : (α, β) 7→ R4 ñ êîìïîíåíòàìè èç X(M). Åñëè
A ∈ A, òî ôóíêöèè ωj(t), t ∈ M , j ∈ Z, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èç àïïðîêñè-
ìàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé∑

j′∈Jk

aj′ωj′(t) ≡ ϕ(t) ∀t ∈ (xk, xk+1), k ∈ Z; ωj(t) ≡ 0 ∀t /∈ Sj ∩M. (2)

6



Èç ñîîòíîøåíèÿ (2) ÿñíî, ÷òî supp ωj ⊂ Sj.
Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X(M) ñîäåðæèòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

X̃(X,A,ϕ)
def
= {ũ | ũ(t)

def
=

∑
j∈Z

cj ωj(t) ∀t ∈ M, ∀cj ∈ R1},

íàçûâàåìîå ïðîñòðàíñòâîì ìèíèìàëüíûõ (X,A, ϕ)-ñïëàéíîâ (òðåòüåãî ïîðÿä-
êà); ôóíêöèè ωj, j ∈ Z íàçûâàþòñÿ îáðàçóþùèìè ïðîñòðàíñòâà X̃(X,A,ϕ). Ôóíê-
öèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé äëÿ ñïëàéíîâ ωj, à öåïî÷êà âåêòîðîâ A �
îïðåäåëÿþùåé äëÿ ýòèõ ñïëàéíîâ.

Â äàëüíåéøåì äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè ϕ ∈ CS(α, β) ïîëîæèì

ϕj
def
= ϕ(xj), ϕ

(i)
j

def
= ϕ(i)(xj), i = 0, 1, . . . , S, j ∈ Z.

Ïðè ϕ ∈ C2(α, β) ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ DX, ϕ
def
= {dj}j∈Z,

ãäå âåêòîðû dj ∈ R4 çàäàþòñÿ òîæäåñòâîì

dT
j x ≡ det(ϕj, ϕ

′
j, ϕ

′′
j , x), x ∈ R4, j ∈ Z.

Òåîðåìà 1 . Ïóñòü ϕ ∈ C 2(α, β), è DX, ϕ ∈ A. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìà-

ëîì hX âî ìíîæåñòâå {X̃(X,A, ϕ) | A ∈ A} ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñïëàéíîâ, ïðîäîëæèìûõ äî ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà C 2(α, β).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1 ïðîñòðàíñòâî X̃(X,A,ϕ), ñîäåðæàùååñÿ â
C 2(α, β), áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì ìèíèìàëüíûõ B ϕ-ñïëàéíîâ (òðåòüåãî
ïîðÿäêà) è îáîçíà÷àòü Bϕ(X).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû x, x′, x′′, y, y′, y′′, z, z′, z′′ èç ïðîñòðàí-
ñòâà R4 è ïîëèëèíåéíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ a∗, çàäàâàåìóþ ñèìâîëè÷åñêèì îïðå-
äåëèòåëåì

a∗(x,x′,x′′,y,y′,y′′, z, z′, z′′)
def
=

def
= det


x x′ x′′

det(y,y′,y′′,x) det(y,y′,y′′,x′) det(y,y′,y′′,x′′)

det(z, z′, z′′,x) det(z, z′, z′′,x′) det(z, z′, z′′,x′′)

 .

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè a∗ ââåäåì âåêòîðû a∗j ïî ôîðìóëå

a∗j
def
= a

∗(ϕj+1, ϕ
′
j+1, ϕ

′′
j+1, ϕj+2, ϕ

′
j+2, ϕ

′′
j+2, ϕj+3, ϕ

′
j+3, ϕ

′′
j+3), j ∈ Z.

Ïðè ϕ(t) ∈ C3(α, β) ðàññìîòðèì âðîíñêèàí W (t) = det(ϕ, ϕ ′, ϕ ′′, ϕ ′′′)(t).

Òåîðåìà 2 . Åñëè ϕ ∈ C 4[α, β], W (t) 6= 0 ∀t ∈ [α, β], è X ∈ X (K0, α, β) äëÿ
íåêîòîðîãî K0 ≥ 1, òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ïðè hX < ε ëèíåéíàÿ îáî-
ëî÷êà ôóíêöèé ω∗j , j ∈ Z, ïîëó÷åííûõ ïî ôîðìóëàì (2) ïðè aj

def
= a∗j , ñîâïàäàåò

ñ ïðîñòðàíñòâîì Bϕ(X).
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ â òåîðåìå 2 ïðåäïîëîæåíèÿõ, öåïî÷êà a∗j ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëíîé.
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Òåîðåìà 3 . Åñëè öåïî÷êà âåêòîðîâ a∗j ïîëíàÿ, òî ôóíêöèè ω∗j (t) äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå (α, β), è ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

ω∗j (t) =
dT

j ϕ(t)

dT
j a

∗
j

ïðè t ∈ [xj, xj+1), (3)

ω∗j (t) =
dT

j ϕ(t)

dT
j a

∗
j

−
dT

j a
∗
j+1

dT
j a

∗
j

·
dT

j+1ϕ(t)

dT
j+1a

∗
j+1

ïðè t ∈ [xj+1, xj+2), (4)

ω∗j (t) =
dT

j+4ϕ(t)

dT
j+4a

∗
j

−
dT

j+4a
∗
j−1

dT
j+4a

∗
j

·
dT

j+3ϕ(t)

dT
j+3a

∗
j−1

ïðè t ∈ [xj+2, xj+3), (5)

ω∗j (t) =
dT

j+4ϕ(t)

dT
j+4a

∗
j

ïðè t ∈ [xj+3, xj+4]. (6)

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ èçìåëü÷åíèå èñõîäíîé ñåòêè. Îíà ïîñâÿ-
ùåíà êàëèáðîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì è âëîæåííîñòè ïðîñòðàíñòâ Bϕ-ñïëàéíîâ â
ýòîì ñëó÷àå. Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî óïîìÿíóòûå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçàíû ñ íåêîòîðûìè
àëãåáðàè÷åñêèìè òîæäåñòâàìè, êîòîðûå, ïî-âèäèìîìó, ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòî-
ÿòåëüíûé èíòåðåñ. Äëÿ ñåòêè X ∈ X (K0, α, β), ïîëó÷åííîé èç ñåòêè X äîáàâëå-
íèåì îäíîãî óçëà, îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì ñòðîÿòñÿ Bϕ-ñïëàéíû ω∗i . Óñòàíàâ-
ëèâàþòñÿ êàëèáðîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (îáîáùàþùèå êðàòíî-ìàñøòàáíîå óðàâ-
íåíèå), âûðàæàþùèå ïîñòðîåííûå ðàíåå Bϕ-ñïëàéíû ω∗j (äëÿ ñåòêè X) â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñïëàéíîâ ω∗i . Ïîñëåäîâàòåëüíîå äîáàâëåíèå óçëîâ ïîçâî-
ëÿåò ðàññìîòðåòü ëþáóþ ïàðó ñåòîê X ⊂ X, ãäå X,X ∈ X (K0, α, β), è óòâåð-
æäàòü, ÷òî Bϕ(X) ⊂ Bϕ(X).

Â ýòîé ãëàâå èñõîäíàÿ ñåòêà X äîïîëíÿåòñÿ íîâûì óçëîì ξ, è íà ïîëó÷åííîé
òàêèì îáðàçîì ñåòêå X ðàññìàòðèâàþòñÿ Bϕ-ñïëàéíû ω∗j ′(t). Èòàê, ïóñòü ξ �
óïîìÿíóòûé íîâûé óçåë, ξ ∈ (xk, xk+1), à xj � óçëû âíîâü ïîëó÷åííîé ñåòêè:

xj
def
= xj ïðè j ≤ k, xk+1

def
= ξ, xj

def
= xj−1 ïðè j ≥ k + 2, X

def
= {xj | j ∈ Z}. (7)

Ôóíêöèè ω∗j çàâèñÿò îò óçëîâ xj, xj+1, xj+2, xj+3, xj+4, òàê ÷òî íåòðóäíî óêà-
çàòü ôóíêöèþ øåñòè âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ω(u, v, w, y, z, t) (ñì. ôîðìóëû
(3) � (6)) òàêóþ, ÷òî

ω∗j (t) = ω(xj, xj+1, xj+2, xj+3, xj+4, t) ∀j ∈ Z.

Íà íîâîé ñåòêå ðàññìîòðèì ôóíêöèè

ω∗j(t)
def
= ω(xj, xj+1, xj+2, xj+3, xj+4, t).

Óñëîâèìñÿ íàä÷åðêèâàòü îáîçíà÷åíèÿ âñåõ ðàíåå ââåäåííûõ îáúåêòîâ, îïðå-
äåëÿåìûõ íîâîé ñåòêîé X, â ÷àñòíîñòè, ïîëîæèì

ϕj
def
= ϕ(xj), ϕ ′

j
def
= ϕ ′(xj), ϕ ′′

j
def
= ϕ ′′(xj),

a∗j
def
= a

∗(ϕj+1, ϕ
′
j+1, ϕ

′′
j+1, ϕj+2, ϕ

′
j+2, ϕ

′′
j+2, ϕj+3, ϕ

′
j+3, ϕ

′′
j+3),

d
T

j x
def
= det(ϕj, ϕ

′
j, ϕ

′′
j ,x), ãäå x ∈ R4.
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Äëÿ ω∗j(t) ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû (3) � (6), åñëè â ïîñëåäíèõ ñäåëàòü î÷åâèä-
íûå çàìåíû. Òàêèì îáðàçîì,

ω∗j(t) =
d

T

j ϕ(t)

d
T

j a
∗
j

ïðè t ∈ [xj, xj+1),

ω∗j(t) =
d

T

j ϕ(t)

d
T

j a
∗
j

−
d

T

j a
∗
j+1

d
T

j a
∗
j

·
d

T

j+1ϕ(t)

d
T

j+1a
∗
j+1

ïðè t ∈ [xj+1, xj+2),

ω∗j(t) =
d

T

j+4ϕ(t)

d
T

j+4a
∗
j

−
d

T

j+4a
∗
j−1

d
T

j+4a
∗
j

·
d

T

j+3ϕ(t)

d
T

j+3a
∗
j−1

ïðè t ∈ [xj+2, xj+3),

ω∗j(t) =
d

T

j+4ϕ(t)

d
T

j+4a
∗
j

ïðè t ∈ [xj+3, xj+4].

Òåîðåìà 4 . Äëÿ t ∈ (α, β) ñïðàâåäëèâû êàëèáðîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

ω∗j (t) ≡ ω∗j(t) ïðè j ≤ k − 4, (8)

ω∗j (t) ≡ ω∗j+1(t) ïðè j ≥ k + 1, (9)

ω∗k−3(t) ≡ ω∗k−3(t) + pk−3,k−2ω
∗
k−2(t), (10)

ω∗k−2(t) ≡ pk−2,k−2ω
∗
k−2(t) + pk−2,k−1ω

∗
k−1(t), (11)

ω∗k−1(t) ≡ pk−1,k−1ω
∗
k−1(t) + pk−1,kω

∗
k(t), (12)

ω∗k(t) ≡ pk,kω
∗
k(t) + ω∗k+1(t), (13)

ãäå
pk−3,k−2 = d

T

k+2a
∗
k−2/d

T

k+2a
∗
k−3, (14)

pk−2,k−2 =

(
d

T

k+3a
∗
k−2 − d

T

k+3a
∗
k−3

d
T

k+2a
∗
k−2

d
T

k+2a
∗
k−3

)
/d

T

k+3a
∗
k−2, (15)

pk−2,k−1 = d
T

k+3a
∗
k−1/d

T

k+3a
∗
k−2, (16)

pk−1,k−1 = d
T

k−1a
∗
k−1/d

T

k−1a
∗
k−1, (17)

pk−1,k =

(
d

T

k−1a
∗
k − d

T

k−1a
∗
k+1

d
T

k a
∗
k

d
T

k a
∗
k+1

)
/d

T

k−1a
∗
k−1, (18)

pk,k = d
T

k a
∗
k/d

T

k a
∗
k+1. (19)

Äàäèì äðóãîé âàðèàíò ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 4. Ââåäåì áåñêîíå÷íîìåðíûå
âåêòîð-ñòîëáöû, êîìïîíåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè ω∗j (t) è ω∗j(t):

ω∗(t) = (. . . , ω∗−2(t), ω
∗
−1(t), ω

∗
0(t), ω

∗
1(t), ω

∗
2(t), . . .)

T ,

ω∗(t) = (. . . , ω∗−2(t), ω
∗
−1(t), ω

∗
0(t), ω

∗
1(t), ω

∗
2(t), . . .)

T .
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Òåîðåìà 5 . Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ω∗(t) = Pω∗(t),

ãäå P � áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà âèäà P
def
= (pi,j)i,j∈Z, ýëåìåíòû êîòîðîé çàäàþòñÿ

ðàâåíñòâàìè

pi,j = δi,j ïðè i ≤ k − 4, pi,j = δi,j−1 ïðè i ≥ k + 1,

pk−3,j = δk−3,j ïðè j 6= k − 2, pk−2,j = 0 ïðè j /∈ {k − 2, k − 1},
pk−1,j = 0 ïðè j /∈ {k − 1, k}, pk,j = δk+1,j ïðè j 6= k.

à òàêæå ôîðìóëàìè (14) � (19).

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âýéâëåòíûì ðàçëîæåíèÿì. Ïîñòðîåíà ñèñòåìà
ôóíêöèîíàëîâ {g(j)}j∈Z áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìå {ω∗j′(t)}j′∈Z è ñèñòåìà ôóíê-
öèîíàëîâ {g(j)}j∈Z áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìå {ω∗j′(t)}j′∈Z, ò.å.

〈g(j), ω∗j′〉 = δj,j′ , 〈g(j), ω∗j′〉 = δj,j′ , ãäå j, j′ ∈ Z.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì Bϕ(X) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Bϕ-ñïëàéíîâ
òðåòüåãî ïîðÿäêà íà ñåòêå X (ñì. ñîîòíîøåíèÿ (7)),

Bϕ(X) = { ũ | ũdef
=

∑
j

cj ω∗j ∀cj ∈ R1 }.

Ñîãëàñíî êàëèáðîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì (8) � (13) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
Bϕ(X) ⊂ Bϕ(X). Ðàññìîòðèì îïåðàòîð P ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà Bϕ(X)

íà ïîäïðîñòðàíñòâî Bϕ(X), çàäàâàåìûé ôîðìóëîé Pũ
def
=

∑
j aj ω∗j , aj = 〈g(j), ũ〉

äëÿ âñåõ ũ ∈ Bϕ(X), è ââåäåì îïåðàòîð Q = I − P , ãäå I � òîæäåñòâåííûé
îïåðàòîð. Ïóñòü äàëåå qi,j

def
= 〈g(i), ω∗j〉, i, j ∈ Z.

Ïðîñòðàíñòâî W
def
= QBϕ(X) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì âýéâëåòîâ (âñïëåñ-

êîâ), à ïðÿìîå ðàçëîæåíèå

Bϕ(X) = Bϕ(X)
.
+W, (20)

íàçûâàåòñÿ ñïëàéí-âýéâëåòíûì ðàçëîæåíèåì ïðîñòðàíñòâà Bϕ(X).
Ñîãëàñíî ôîðìóëå (20) èìååì ũ =

∑
i aiω

∗
i +

∑
i′ bi ′ω∗i ′ =

∑
i′(

∑
i aipi,i′+bi′)ω

∗
i′ ,

òàê ÷òî äëÿ ÷èñåë cj = 〈g(j), ũ〉 ïîëó÷àåì

cj =
∑

i

aipi,j + bj, j ∈ Z.

Ïóñòü èçâåñòíû êîýôôèöèåíòû cj â ðàçëîæåíèè ýëåìåíòà ũ ∈ Bϕ(X) ïî
ýëåìåíòàì áàçèñà ω∗j . Òîãäà âåðíû ôîðìóëû

ai =
∑

i′

q i,i′ci′ , (21)

bj = cj −
∑

i′

(∑
i

pi,jqi,i′

)
ci′ , (22)

íàçûâàåìûå ôîðìóëàìè äåêîìïîçèöèè.
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Òåîðåìà 6 . Äëÿ ñïëàéí-âýéâëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ (20) ïðîñòðàíñòâà
Bϕ(X) ôîðìóëû äåêîìïîçèöèè (21) � (22) èìåþò âèä

ai = ci ïðè i ≤ k − 3, ai = ci+1 ïðè i ≥ k,

ak−2 = qk−2,k−3 ck−3 + qk−2,k−2 ck−2,

ak−1 = qk−1,k−3 ck−3 + qk−1,k−2 ck−2 + qk−1,k−1 ck−1,

bj = 0 ïðè j 6= k, (23)

bk = ck − pk−1,k(qk−1,k−3ck−3 + qk−1,k−2ck−2+

+qk−1,k−1ck−1)− pk,kck+1. (24)

Ñëåäñòâèå 1 . Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (23) � (24) âýéâëåòíûì áàçèñîì ïðî-
ñòðàíñòâà W ñëóæèò Bϕ-ñïëàéí ω∗k, ò.å. W = {b ω∗k | b ∈ R1}.

Ïóñòü òåïåðü èçâåñòíû êîýôôèöèåíòû ai è b â ðàçëîæåíèÿõ ïðîåêöèé ýëå-
ìåíòà ũ ∈ Bϕ(X) íà ïðîñòðàíñòâà Bϕ(X) è W : Pũ =

∑
i aiω

∗
i , Qũ = b ω∗k. Íàéäåì

ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ cj äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòà ũ â
âèäå ñóììû ũ =

∑
j∈Z cj ω∗j ; ýòè ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè ðåêîíñòðóê-

öèè.

Òåîðåìà 7 . Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñïëàéí-âýéâëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ (20)
ôîðìóëû ðåêîíñòðóêöèè èìåþò âèä

ci = ai ïðè i ≤ k − 3, ci = ai−1 ïðè i ≥ k + 1,

ck−2 = pk−3,k−2ak−3 + pk−2,k−2ak−2,

ck−1 = pk−2,k−1ak−2 + pk−1,k−1ak−1,

ck = bk + pk−1,kak−1 + pk,kak.

Â ýòîé ãëàâå òàêæå äàíû ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çà-
äà÷ â ïðîñòðàíñòâàõ Bϕ-ñïëàéíîâ. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ñåòîê
ðàññìîòðåíû âàðèàíòû ñèñòåì âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ Bϕ-ñïëàéíîâ (òåëåñêî-
ïè÷åñêèå ñèñòåìû), äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó âýéâëåò-
íûõ ïðîñòðàíñòâ. Çàìåòèì, ÷òî áàçèñíûå ôóíêöèè ïîñëåäíèõ èìåþò êîìïàêò-
íûå íîñèòåëè, çàíèìàþùèå ÷åòûðå ñåòî÷íûõ ïðîìåæóòêà. Ðàññìîòðåí âîïðîñ î
ðàñïàðàëëåëèâàíèè âýéâëåòíûõ ðàçëîæåíèé. Ïðèâåäåíû ïàðàëëåëüíûå ôîðìû
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôîðìóë äåêîìïîçèöèè è ðåêîíñòðóêöèè.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äëÿ ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà C 4 ñòðîèòñÿ àïïðîêñèìà-
öèÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ñïëàéíîâ, êîýôôèöèåíòàìè êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèîííûõ ôóíêöèîíàëîâ. Âûâîäÿòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêèå îöåíêè äëÿ àïïðîêñèìàöèîííûõ ôóíêöèîíàëîâ è Bϕ-ñïëàéíîâ. Ñ ïîìî-
ùüþ îáîáùåííîé ôîðìóëû Òåéëîðà ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà àïïðîêñèìàöèè ïîðÿäêà
h4

X , òî÷íàÿ íà êîìïîíåíòàõ âåêòîð-ôóíêöèè ϕ.
Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ Bϕ-ñïëàéíîâ

âòîðîãî ïîðÿäêà. Äîêàçàí ðÿä àëãåáðàè÷åñêèõ òîæäåñòâ. Ñôîðìóëèðóåì îäíî
èç íèõ.
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Òåîðåìà 8 . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ P, Q, R, S, T èç R3 ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

det(P,Q,R)det(R,S,T) + det(Q,R,S)det(P,R,T) =

= det(Q,R,T)det(P,R,S).

Â ýòîé ãëàâå òàêæå èññëåäîâàíû ñâîéñòâà Bϕ-ñïëàéíîâ âòîðîãî è òðåòüåãî
ïîðÿäêîâ.

Øåñòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìîäåëèðîâàíèþ ïîëèíîìèàëüíûõ è íåïîëèíîìè-
àëüíûõ Bϕ-ñïëàéíîâ (ïðè ϕ(t)

def
= (1, t, t2, t3)T è ϕ(t)

def
= (1, sin t, cos t, sin 2t)T ñîîò-

âåòñòâåííî). Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ. Ïðîèë-
ëþñòðèðîâàíà âëîæåííîñòü ïðîñòðàíñòâ ïðè îäíîì âàðèàíòå èçìåëü÷åíèÿ ñåò-
êè è êîíêðåòèçèðîâàíû êàëèáðîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ â äàííîé ñèòóàöèè. Äàëåå
ìîäåëèðóåòñÿ àïïðîêñèìèðóåìàÿ ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà C 4 â âèäå ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè îáðàçóþùèõ ñïëàéíîâ (òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ), êîýôôèöèåíòà-
ìè êîòîðîé ñëóæàò çíà÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèîííûõ ôóíêöèîíàëîâ íà óïîìÿíó-
òîé ôóíêöèè. Äàíû ðåçóëüòàòû ïðèáëèæåíèÿ â ñëó÷àå ñïëàéí-âýéâëåòíîé ìîäå-
ëè àïïðîêñèìàöèè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ äåêîìïîçè-
öèè è ðåêîíñòðóêöèè ê ñæàòèþ è âîññòàíîâëåíèþ ìîäåëüíûõ ÷èñëîâûõ ïîòîêîâ.

Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ.
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