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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Íåîáõîäèìîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ ïîíÿ-

òèÿ äîêàçàòåëüñòâà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà è îáîñíîâàíà Ä. Ãèëüáåðòîì ñîâ-

ìåñòíî ñ Ï. Áåðíàéñîì â �Îñíîâàíèÿõ ìàòåìàòèêè�. Ä. Ãèëüáåðòà èíòåðå-

ñîâàëà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü âñåé ìàòåìàòèêè è, â ÷àñòíîñòè, íåïðîòèâîðå-

÷èâîñòü äîêàçàòåëüñòâ îñíîâíûõ òåîðåì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü êîð-

ðåêòíîñòü äîêàçàòåëüñòâà çà ðàçóìíîå âðåìÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñàìî äî-

êàçàòåëüñòâî áûëî ðàçóìíîãî ðàçìåðà. Îòñþäà âîçíèêàåò âàæíûé âîïðîñ

î ñëîæíîñòè ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ, èçó÷åíèå êîòîðîãî áûëî èíèöèèðîâàíî

ðàáîòîé Ñ.À.Êóêà è Ð.À.Ðåêõîó 1979 ã.: â åñòåñòâåííîì ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî êàæäûé øàã äîêàçàòåëüñòâà ïðîâåðÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ,

òðåáóåòñÿ îöåíèòü êîëè÷åñòâî øàãîâ äîêàçàòåëüñòâà.

Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ ñëåäóþùèå: ñèñòå-

ìîé äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìàÿ

ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ ñëîâà èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî àëôàâèòà (êàíäè-

äàòû íà ðîëü äîêàçàòåëüñòâ) íà L, ÷üè ýëåìåíòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

òåîðåìû.

Èñòîðè÷åñêè ñëîæèëàñü áîëåå åñòåñòâåííàÿ, ïîõîæàÿ íà îáû÷íîå ìà-

òåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî, òåðìèíîëîãèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåì äîêàçà-

òåëüñòâ. Â íåé, â êà÷åñòâå L èñïîëüçóåòñÿ îäèí èç åñòåñòâåííûõ ÿçûêîâ

ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, íàïðèìåð, ÿçûê ïðîïîçèöèîíàëüíûõ òàâòîëî-

ãèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Äîêàçàòåëüñòâîì â òàêîé ñèñòåìå íàçûâàåòñÿ

êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîê, çàêàí÷èâàþùåéñÿ ñòðîêîé, êîòîðóþ

ìû õîòèì äîêàçàòü. Êàæäàÿ ñòðîêà â äîêàçàòåëüñòâå ïîëó÷àåòñÿ èç ïðå-

äûäóùèõ ñòðîê ïî ïðàâèëó âûâîäà. Åñëè ïðàâèëî íå èìååò ïîñûëêè, îíî

íàçûâàåòñÿ àêñèîìîé.

Ïðîïîçèöèîíàëüíîé ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà äî-

êàçàòåëüñòâ äëÿ ÿçûêà TAUT ïðîïîçèöèîíàëüíûõ òàâòîëîãèé â äèçúþíê-

òèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå (ÄÍÔ). Ïîñêîëüêó òàêîé ÿçûê ñîäåðæèòñÿ â

co-NP, òî ëþáóþ ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ äëÿ co-NP-òðóäíîãî ÿçûêà L ìîæ-
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íî ñ÷èòàòü ïðîïîçèöèîíàëüíîé ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ, äëÿ ýòîãî íåîáõî-

äèìî ëèøü çàôèêñèðîâàòü êîíêðåòíîå ñâåäåíèå.

Ìíîãèå ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ íå èìåþò êîðîòêèõ âûâîäîâ ïðîñòûõ

ôàêòîâ, íàïðèìåð, èçâåñòíàÿ ðåçîëþöèîííàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ, ââå-

ä¼ííàÿ Äæ. Ðîáèíñîíîì â 1965 ã., íå èìååò êîðîòêîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèí-

öèïà Äèðèõëå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåïèñàòü

äàííóþ ôîðìóëó â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, íàïðèìåð, çàïèñàâ

êàæäóþ äèçúþíêöèþ ñëåäóþùåì îáðàçîì:∨
xi ∨

∨
¬yi →

∑
xi +

∑
(1− yi) ≥ 1.

Äàëåå, ïðè ïîìîùè ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ ìîæíî âû-

âîäèòü èç íåðàâåíñòâ íîâûå ïîëèíîìèàëüíûå íåðàâåíñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ ïî-

ëóàëãåáðàè÷åñêèìè ñëåäñòâèÿìè èñêîìûõ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðèíöèïà Äè-

ðèõëå â èñïîëüçóåìûõ ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ýòî ïðèâîäèò ê êîðîò-

êîìó äîêàçàòåëüñòâó. Íà ýôôåêòèâíîñòü äàííîé òåõíèêè äëÿ äðóãèõ òàâ-

òîëîãèé ìîã áû ïîçâîëèòü íàäåÿòüñÿ ïðåäëîæåííûé â 1979 Ë. Ã. Õà÷èÿíîì

ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,

à òàêæå ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ìåòîäå âíóòðåííåé òî÷êè.

Ïåðâàÿ ïîëóàëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ, �ñåêóùèå ïëîñêî-

ñòè� (CP), îïåðèðóþùàÿ òîëüêî ëèíåéíûìè íåðàâåíñòâàìè, áûëà ââåäåíà

â ðàáîòàõ Ð. Å. Ãîìîðè 1963 ã. è Â. Õâàòàëà 1973 ã. Äîêàçàòåëüñòâî íèæíåé

ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêè äëÿ ñèñòåìû �ñåêóùèå ïëîñêîñòè� äîëãîå âðåìÿ

îñòàâàëîñü âàæíûì îòêðûòûì âîïðîñîì. Â ðàáîòå À. Ã¼ðäòà 1991 ã. áûëà

äîêàçàíà íèæíÿÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà äëÿ CP ñ îãðàíè÷åííîé ñòåïå-

íüþ ëîæíîñòè, â ðàáîòàõ Ì. Áîíå è äð. 1995 ã. è ß. Êðàé÷åêà 1997 ã. äëÿ

CP ñ óíàðíûìè êîýôôèöèåíòàìè, â ðàáîòàõ Ð. Èìïàëèÿööî è äð. 1995 ã. è

ß. Êðàé÷åêà 1998 ã. äëÿ äðåâîâèäíûõ �ñåêóùèõ ïëîñêîñòåé�. Äëÿ ñèñòåìû

áåç îãðàíè÷åíèé íèæíÿÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà áûëà äîêàçàíà Ï. Ïóä-

ëàêîì â 1997 ã. Íèæíÿÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà äëÿ äðóãîé èçó÷àåìîé

â äèññåðòàöèè ñèñòåìû �ïîäíÿòü è ñïðîåöèðîâàòü� áûëà äîêàçàíà àíàëî-

ãè÷íîé òåõíèêîé Ñ. Äàøåì â 2002 ã.
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Äëÿ ñèñòåìû Ëîâàñà-Ñõðàéâåðà, îïåðèðóþùåé êâàäðàòè÷íûìè íåðà-

âåíñòâàìè, íèæíèå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè áûëè èçâåñòíû òîëüêî äëÿ

äðåâîâèäíûõ äîêàçàòåëüñòâ ñèñòåì íåðàâåíñòâ, íå îáëàäàþùèõ êîðîòêîé

çàïèñüþ â âèäå áóëåâîé ôîðìóëû (îäèí èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Ä. Þ. Ãðè-

ãîðüåâà è äð. 2002 ã.). Òàêæå áûëî èçâåñòíî íåñêîëüêî óñëîâíûõ íèæíèõ

îöåíîê: äëÿ ñèñòåìû, îáúåäèí¼ííîé ñ CP, Ï. Ïóäëàêà 1997 ã., è äëÿ äðåâî-

âèäíîé âåðñèè ñèñòåìû, Ï. Áèìà è äð. 2005 ã.

Öåëè ðàáîòû. 1. Äîêàçàòü íèæíèå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè íà ðàç-

ìåð âûâîäà â ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ äîêàçàòåëüñòâ, äëÿ êîòîðûõ

îíè áûëè íå èçâåñòíû. Ïðåäëîæèòü íîâûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà òàêèõ

îöåíîê.

2. Ïîêàçàòü âåðõíèå ïîëèíîìèàëüíûå îöåíêè íà ðàçìåð âûâîäà ôîð-

ìóë, íå èìåþùèõ ïîëèíîìèàëüíîé âåðõíåé îöåíêè â äðóãèõ ñèñòåìàõ äî-

êàçàòåëüñòâ, äîêàçàâ, òàêèì îáðàçîì, ýêñïîíåíöèàëüíîå îòäåëåíèå îäíîé

ñèñòåìû îò äðóãîé.

3. Ïðîìîäåëèðîâàòü ïðàâèëà îäíîé ïîëóàëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû äî-

êàçàòåëüñòâ â äðóãîé çà ïîëèíîìèàëüíîå èëè ñóáýêñïîíåíöèàëüíîå êîëè÷å-

ñòâî øàãîâ, ïîêàçàâ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïåðâàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ íå

ñëèøêîì ñèëüíåå ïîñëåäíåé.

Îáùàÿ ìåòîäèêà ðàáîòû. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû, òðàäèöèîí-

íûå äëÿ òåîðèè ñëîæíîñòè äîêàçàòåëüñòâ. Â äèññåðòàöèè äîêàçàí ðÿä êîí-

êðåòíûõ âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê äëÿ ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì äîêà-

çàòåëüñòâ, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîé ñèñòåìû â äðóãîé,

ìåòîäå èíòåðïîëÿöèè äîêàçàòåëüñòâà áóëåâîé ñõåìîé è ìåòîäå óìåíüøåíèÿ

äîêàçàòåëüñòâà ïîäñòàíîâêàìè. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä âûáîðà

ïîäñòàíîâîê, ñîõðàíÿþùèõ ñâîéñòâà ãðàôà-ðàñøèðèòåëÿ, ïî êîòîðîìó áû-

ëà ïîñòðîåíà ôîðìóëà.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû. 1. Ïîëó÷åíû íèæíèå ýêñïîíåíöèàëü-

íûå îöåíêè íà ðàçìåð ñòàòè÷åñêèõ è äðåâîâèäíûõ äîêàçàòåëüñòâ â ñèñòåìå

Ëîâàñà-Ñõðàéâåðà äëÿ öåéòèíñêèõ òàâòîëîãèé. Äîêàçàíà ìîäåëèðóåìîñòü

ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ �ïîäíÿòü è ñïðîåöèðîâàòü� ñ óíàðíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè â ñèñòåìå �ñåêóùèå ïëîñêîñòè�.

2. Äîêàçàíà âåðõíÿÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ îöåíêà íà ðàçìåð äîêàçàòåëü-

ñòâà öåéòèíñêèõ òàâòîëîãèé â êðàé÷åêîâñêîì ðàñøèðåíèè ãåíöåíîâñêîãî

òèïà ñèñòåìû �ïîäíÿòü è ñïðîåöèðîâàòü�. Óëó÷øåíû íèæíèå ýêñïîíåíöè-

àëüíûå îöåíêè íà ðàçìåð äðåâîâèäíîãî äîêàçàòåëüñòâà â ðàññìàòðèâàåìîé

ñèñòåìå äîêàçàòåëüñòâ, óñòðàíåíà çàâèñèìîñòü îò ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà

êîýôôèöèåíòîâ.

3. Èçó÷åíà ñëîæíîñòü ñèñòåì Ëîâàñà-Ñõðàéâåðà ñòàðøèõ ñòåïåíåé ñ

îãðàíè÷åíèåì íà ñâîáîäíûé ÷ëåí: ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû ýêñïîíåíöè-

àëüíî îòäåëåíû îò ñèñòåìû �ñåêóùèå ïëîñêîñòè� è îáîáùåíèÿ ðåçîëþöèîí-

íîé ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ, îïåðèðóþùåãî ôîðìóëàìè â k-ÄÍÔ. Ïîëó÷å-

íà íèæíÿÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà íà ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâ öåéòèíñêèõ

òàâòîëîãèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íî-

âûìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-

ñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåé-

øåãî èçó÷åíèÿ ñëîæíîñòè êàê ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ, òàê è äðóãèõ ïðîïîçè-

öèîíàëüíûõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ. Â ÷àñòíîñòè, òåõíèêà ðàáîòû ñ ãðàôàìè-

ðàñøèðèòåëÿìè îòêðûâàåò øèðîêèå ïåðñïåêòèâû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæ-

íèõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê. Ðàáîòà òàêæå ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòå-

ðåñ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì äîêàçà-

òåëüñòâ è àëãîðèòìîâ â ñèñòåìàõ àâòîìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà è àâòî-

ìàòè÷åñêîé âåðèôèêàöèè.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñåìè-

íàðå ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå ÏÎÌÈ ÐÀÍ, à òàêæå íà ìåæäóíàðîäíûõ

êîíôåðåíöèÿõ �Âòîðûå äíè ëîãèêè è âû÷èñëèìîñòè â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå�,

ïîñâÿù¼ííîé ñòîëåòèþ À.À.Ìàðêîâà (àâãóñò 2003, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîñ-

ñèÿ), �Ìåæäóíàðîäíîì êîëëîêâèóìå ïî àâòîìàòàì, ÿçûêàì è ïðîãðàììè-

ðîâàíèþ�, ICALP (èþëü 2006, Âåíåöèÿ, Èòàëèÿ) è �Ìåæäóíàðîäíîé êîí-

ôåðåíöèè ïî òåîðèè è ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ çàäà÷è âûïîëíèìîñòè�,

SAT (àâãóñò 2006, Ñèýòë, ÑØÀ).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëîæåíû â øåñòè íà-

ó÷íûõ ñòàòüÿõ, ïåðå÷èñëåííûõ â êîíöå àâòîðåôåðàòà, â òîì ÷èñëå â îäíîé

ñòàòüå, îïóáëèêîâàííîé â æóðíàëå, ðåêîìåíäîâàííîì Âûñøåé àòòåñòàöè-

îííîé êîìèññèåé.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è

÷åòûð¼õ ãëàâ. Íóìåðàöèÿ ðàçäåëîâ, ôîðìóë, ïðèìåðîâ, ëåìì è òåîðåì âå-

ä¼òñÿ îòäåëüíî äëÿ êàæäîé ãëàâû. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 96 ñòðà-

íèöàõ (èñêëþ÷àÿ ñïèñîê ëèòåðàòóðû). Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 57

íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè òåìû äèññåðòà-

öèè, ôîðìóëèðóþòñÿ öåëè è çàäà÷è ðàáîòû, à òàêæå êðàòêî îïèñûâàåòñÿ

ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü ïîëóàëãåáðà-

è÷åñêèõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ, ò.å. îöåíêà ðàçìåðîâ

âûâîäîâ òàâòîëîãèé â ÄÍÔ (äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå), èñïîëü-

çóþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîâåðÿåìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ àêñèîì è

ïðàâèë âûâîäà, îïåðèðóþùèõ ïîëèíîìèàëüíûìè íåðàâåíñòâàìè.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ñëîæíîñòè äîêàçàòåëüñòâ îïðåäåëÿþòñÿ â

ïåðâîé ãëàâå. Ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ A ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåòñÿ
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â ñèñòåìå äîêàçàòåëüñòâ B, åñëè äëÿ ëþáîãî äîêàçàòåëüñòâà ρ â A ñóùå-

ñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî ïîëèíîìèàëüíîé îò |ρ| äëèíû òîãî æå ôàêòà â B.

Äîêàçàòåëüñòâî íèæíèõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê äëÿ ñèñòåìû Π îáû÷íî

çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäîñòàâëåíèè òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ∈ L, n ∈ N,
â êîòîðîé äëèíà êàæäîãî xn ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò n è ëþáîå Π-

äîêàçàòåëüñòâî xn èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé îò n ðàçìåð.

Ïîëóàëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ ïðåîáðàçîâûâàþò êàæ-

äûé äèçúþíêò îòðèöàíèÿ èñõîäíîé òàâòîëîãèè F , ñîäåðæàùèé ïåðåìåííûå

v1, . . . , vt, â íåðàâåíñòâî

l1 + . . . + lt ≥ 1, (1)

ãäå li = vi, åñëè ïåðåìåííàÿ vi âõîäèò ïîëîæèòåëüíî â èñõîäíûé äèçúþíêò,

è li = 1 − vi, åñëè vi âõîäèò îòðèöàòåëüíî. Äàëåå èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû

âûâîäèòñÿ ïðîòèâîðå÷èå 0 ≥ 1 ïðè ïîìîùè åñòåñòâåííûõ ïðàâèë ðàáî-

òû ñ íåðàâåíñòâàìè è ïðàâèë, èñïîëüçóþùèõ ôàêò áóëåâîñòè ïåðåìåííûõ.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè òàêèì îáðàçîì ìîæåò áûòü âûâåäåíî ïðîòèâîðå÷èå,

ôîðìóëà F äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñëîæíîñòü íåñêîëüêèõ ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ ñè-

ñòåì äîêàçàòåëüñòâ. Ïåðâûå äâå èç íèõ, ñèñòåìû �ñåêóùèå ïëîñêîñòè� (CP,

Cutting Planes) è �ïîäíÿòü è ñïðîåöèðîâàòü� (L&P, Lift and Project) îïåðè-

ðóþò òîëüêî ëèíåéíûìè íåðàâåíñòâàìè. Îáå ñèñòåìû èñïîëüçóþò àêñèîìû

x ≥ 0, 1− x ≥ 0, (2)

äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé x. Ñèñòåìà CP èñïîëüçóåò ïðàâèëà:

f1 ≥ 0 f2 ≥ 0

λ1f1 + λ2f2 ≥ 0
(ãäå λi ∈ N), (3)

a ·
∑

i aixi ≥ c∑
i aixi ≥

⌈
c
a

⌉ (ãäå a ∈ N, c, ai ∈ Z, à xi � ïåðåìåííûå). (4)

Â ñèñòåìå L&P ïîñëåäíåå ïðàâèëî çàìåíÿåòñÿ íà

f ≥ 0 g ≥ 0

fx + g(1− x) + c(x2 − x) ≥ 0
, (5)

ãäå êîíñòàíòà c âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàêëþ÷åíèå ïðàâèëà áû-

ëî ëèíåéíûì.
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Ñèñòåìà Ëîâàñà-Ñõðàéâåðà (LS, Lov�asz-Schrijver) îïåðèðóåò êâàäðà-

òè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè, èñïîëüçóåò ïðàâèëî ñëîæåíèÿ (3) è ïðàâèëî óìíî-

æåíèÿ íà ëèòåðàë:

f ≥ 0

fx ≥ 0
,

f ≥ 0

f(1− x) ≥ 0
(ãäå deg f = 1). (6)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåìåííûå ïðèíèìàëè ëèøü çíà÷åíèÿ 0 è 1, ìíîæåñòâî

àêñèîì (2) ñëåäóåò ðàñøèðèòü ñëåäóþùèìè àêñèîìàìè äëÿ êàæäîé èç ïå-

ðåìåííûõ:

x2 − x ≥ 0. (7)

Ñèñòåìó ìîæíî ðàñøèðèòü äî LS+ ñëåäóþùåì ìíîæåñòâîì àêñèîì:

f 2 ≥ 0 (ãäå deg f = 1). (8)

Îïèñàííûå âûøå ñèñòåìû ìîæíî óñèëèòü, ïîçâîëèâ èì îïåðèðîâàòü

íåðàâåíñòâàìè ñòàðøèõ ñòåïåíåé. Â ÷àñòíîñòè, â LSk â ïðàâèëå (6) íåðà-

âåíñòâî f ìîæåò áûòü ëþáîé ñòåïåíè, ìåíüøåé k. Ðàçëè÷íûå ñèñòåìû äî-

êàçàòåëüñòâ ìîæíî êîìáèíèðîâàòü ìåæäó ñîáîé, ðàçðåøàÿ îäíîé ñèñòåìå

èñïîëüçîâàòü ïðàâèëà âûâîäà èç äðóãîé. Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ñè-

ñòåìà LSk+CPk, îïåðèðóþùàÿ ïðàâèëàìè LSk è CPk.

Ïîëóàëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ãåíöåíîâñêîãî òèïà R(S) ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé åñòåñòâåííîå óñèëåíèå S � ëþáîé èç îïðåäåë¼ííûõ âûøå ñèñòåì,

ïîçâîëÿþùåå ðàáîòàòü ñ ïðåäïîëîæåíèÿìè: â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëî-

æèòü, ÷òî ëèíåéíàÿ ñóììà ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè f áîëüøå

÷åì öåëîå c èëè, íàîáîðîò, f íå áîëüøå ÷åì c è âûâåñòè â êàæäîì ïðåäïîëî-

æåíèè ïðîòèâîðå÷èå. Çàïèøåì ïðàâèëà âûâîäà R(S) (ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç Γ ïðîèçâîëüíóþ äèçúþíêöèþ íåðàâåíñòâ):

f1 ≥ 0
∨

Γ, f2 ≥ 0
∨

Γ

h ≥ 0
∨

Γ
, åñëè

f1 ≥ 0, f2 ≥ 0

h ≥ 0
� ïðàâèëî âûâîäà S,

Γ

Γ
∨

f ≥ 0
,

f ≥ 0
∨

f ≥ 0
∨

Γ

f ≥ 0
∨

Γ
,

è ìíîæåñòâîì àêñèîì

f ≥ 1
∨

f ≤ 0 ãäå f � ëèíåéíàÿ ñóììà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Z.
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Îòìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì óäàëÿòü èç äèçúþíêöèé ïðîòèâîðå÷èå 0 ≥ 1,

ïîñêîëüêó èç íåãî ìîæíî ëåãêî âûâåñòè ëþáîå íåðàâåíñòâî.

Ïîñêîëüêó äëèíà äîêàçàòåëüñòâà èçìåðÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì áèòîâ, èñ-

ïîëüçóåìûõ â äîêàçàòåëüñòâå, íà íåé ñêàçûâàåòñÿ ñïîñîá çàïèñè êîýôôè-

öèåíòîâ. Â CP è L&P äëÿ çàïèñè êîýôôèöèåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ äâîè÷íàÿ

ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ èõ îñëàáëåíèÿ CP1 è

L&P1, îòëè÷àþùèåñÿ îò èñõîäíûõ òåì, ÷òî îïåðèðóþò öåëî÷èñëåííûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè â óíàðíîé çàïèñè.

Äðóãèì åñòåñòâåííûì îñëàáëåíèåì ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ ÿâëÿþòñÿ

äðåâîâèäíûå ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ, â êîòîðûõ ìû íå èìååì âîçìîæíî-

ñòè èñïîëüçîâàòü óæå äîêàçàííûå ôàêòû ìíîãîêðàòíî è îáÿçàíû âûâîäèòü

èõ êàæäûé ðàç çàíîâî. Äëÿ ñèñòåì LSn è LSn
+ äðåâîâèäíîå äîêàçàòåëüñòâî

ìîæíî çàïèñàòü îäíîé áîëüøîé ôîðìóëîé, ïîëó÷èâ òàêèì îáðàçîì, ñòà-

òè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî, çàäàâàåìîå êîýôôèöèåíòàìè ωi,s è ìóëüòèìíî-

æåñòâàìè U+
i,s, U−

i,s, îïðåäåëÿþùèìè ïîëèíîìû

ui,s = ωi,s ·
∏

k∈U+
i,s

xk ·
∏

k∈U−
i,s

(1− xk),

òàêèå, ÷òî
t∑

i=1

si

∑
s

ui,s = −1, (9)

ãäå si � èñõîäíûå íåðàâåíñòâà (âêëþ÷àÿ àêñèîìû).

Åù¼ îäíî ðàññìàòðèâàåìîå â äàííîé ðàáîòå îñëàáëåíèå ñëóæèò äëÿ

òîãî, ÷òîáû îãðàíè÷èòü êîëè÷åñòâî äèçúþíêöèé, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ìîæ-

íî çàïèñàòü äàííîå ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ýòî êîëè-

÷åñòâî ñâÿçàíî ñî ñëåäóþùåé ëèòåðàëüíîé ôîðìîé íåðàâåíñòâà
∑s

i=1 αimi+∑s′

i=s+1 αi(1−mi) ≥ c, ãäå αi � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, à mi � ìîíî-

ìû. Äëÿ íåðàâåíñòâà ι, îïðåäåëèì å¼ ñòåïåíü ëîæíîñòè êàê ïðàâóþ ÷àñòü

ëèòåðàëüíîé ôîðìû ι. Ñòåïåíü ëîæíîñòè äîêàçàòåëüñòâà â LSk+CPk

îïðåäåëèì êàê ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü ëîæíîñòè âñåõ âîçíèêàþùèõ â äî-

êàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâ.
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Òàêæå â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ñåìåé-

ñòâà ôîðìóë, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíèõ è

âåðõíèõ îöåíîê íà ïðîòÿæåíèè âñåé äèññåðòàöèè. Îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-

ëû, êîäèðóþùèå ïðèíöèï Äèðèõëå, ïðèíöèï íåðàñêðàøèâàåìîñòè ãðàôà,

ñîäåðæàùåãî êëèêó, åãî îñëàáëåíèå è îïèñûâàþòñÿ öåéòèíñêèå ôîðìóëû

íà ãðàôàõ-ðàñøèðèòåëÿõ.

Ïðèíöèï Äèðèõëå c m êðîëèêàìè è n êëåòêàìè ôîðìàëèçóåò íåâîç-

ìîæíîñòü ïðåäîñòàâèòü êàæäîìó êðîëèêó ñîáñòâåííóþ êëåòêó ïðè m > n.

Äàííûé ôàêò ìîæåò áûòü âûðàæåí ôîðìóëîé PHPm
n ñ m · n áóëåâûìè ïå-

ðåìåííûìè xij, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, ðàâíûìè 1, åñëè i-ûé êðîëèê ñèäèò

â j-îé êëåòêå.

Ïóñòü äàí ãðàô G ñ n âåðøèíàìè. Áóëåâà ôîðìóëà WQCm
n , êîäèðó-

þùàÿ äâà ôàêòà, ïåðâûé î òîì, ÷òî G ñîäåðæèò êëèêó ðàçìåðà m, âòî-

ðîé î òîì, ÷òî âñå âåðøèíû G ìîæíî ðàñêðàñèòü â m − 1 öâåò òàêèì

îáðàçîì, ÷òî ñîñåäíèå âåðøèíû èìåþò ðàçíûå öâåòà, ÿâëÿåòñÿ íåâûïîë-

íèìîé. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ïîðÿäîê íà âåðøèíàõ ãðàôà. Íàëè÷èå ðå-

áðà, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíû i è j, çàäà¼òñÿ áóëåâîé ïåðåìåííîé pij. Ïå-

ðåìåííîé qki êîäèðóåòñÿ ôàêò î òîì, ÷òî i-àÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ k-îé âåð-

øèíîé êëèêè. Íàêîíåö, ïåðåìåííàÿ ri` îáîçíà÷àåò òî, ÷òî i-àÿ âåðøèíà

ïîêðàøåíà â `-ûé öâåò. Òàêèì îáðàçîì, áóëåâà ôîðìóëà áóäåò ñîäåðæàòü

n2 + m · n + (m− 1) · n = (n + 2m− 1) · n ïåðåìåííûõ.

Âïåðâûå ôîðìóëû TsG, îñíîâàííûå íà ïðîòèâîðå÷èè, çàêëþ÷àþùåì-

ñÿ â òîì, ÷òî â ãðàôå G êîëè÷åñòâî ð¼áåð âîêðóã âñåõ âåðøèí íå ìîæåò

áûòü íå÷¼òíûì, áûëè èñïîëüçîâàíû â ðàáîòå Ã. Ñ. Öåéòèíà 1968 ã. äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè äëÿ ðåãóëÿðíîé ðåçîëþöèè. Ïîçäíåå ýòè îöåíêè

áûëè ðàñøèðåíû äëÿ îáùåé ðåçîëþöèè è óëó÷øåíû äî ýêñïîíåíöèàëüíûõ

äëÿ ãðàôîâ-ðàñøèðèòåëåé.

Äëÿ ãðàôà G è ïîäìíîæåñòâà âåðøèí X ÷åðåç ∂(X) ìû áóäåì îáîçíà-

÷àòü ìíîæåñòâî ñîñåäåé X. Íàçîâ¼ì (r, d, c)-ðàñøèðèòåëåì ãðàô G ñ ìàê-

ñèìàëüíîé ñòåïåíüþ d, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ⊆ V , |X| ≤ r

âûïîëíÿåòñÿ |∂(X)| ≥ c · |X|.
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Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñëîæíîñòè ñòàòè÷åñêèõ ïîëóàëãåáðàè÷å-

ñêèõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ. Îíà ñîäåðæèò êîðîòêîå ñòàòè÷åñêîå LS+-äîêà-

çàòåëüñòâî ôîðìóëû, êîäèðóþùåé îñëàáëåííûé ïðèíöèï íåðàñêðàøèâàå-

ìîñòè ãðàôà, ñîäåðæàùåãî êëèêó è íèæíþþ ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó íà

ðàçìåð ñòàòè÷åñêîãî LS+-äîêàçàòåëüñòâà öåéòèíñêèõ ôîðìóë.

Òåîðåìà 2.1. Â ñèñòåìå äîêàçàòåëüñòâ LS+ ñóùåñòâóåò êîðîòêîå ñòà-

òè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè ôîðìóëû WQCm
n .

Êîðîòêèé âûâîä îïðîâåðæåíèÿ ôîðìóëû WQCm
n , êîäèðóþùåé îñëàá-

ëåííûé ïðèíöèï íåðàñêðàøèâàåìîñòè â (m − 1) öâåòîâ ãðàôà ñ n âåðøè-

íàìè, ñîäåðæàùåãî êëèêó ðàçìåðà m, áûë íàéäåí ïóò¼ì ìîäåëèðîâàíèÿ

âûâîäà ôîðìóëû, êîäèðóþùèé ïðèíöèï Äèðèõëå.

Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû äîêàçûâàþòñÿ íèæíèå ýêñïîíåí-

öèàëüíûå îöåíêè íà äëèíó âûâîäà öåéòèíñêèõ ôîðìóë â ñòàòè÷åñêîé ïîëó-

àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå äîêàçàòåëüñòâ Ëîâàñà-Ñõðàéâåðà. Äîêàçàòåëüñòâî

îñíîâàíî íà èäåÿõ èç ðàáîòû Ä. Þ. Ãðèãîðüåâà è äð. 2002 ã. è ðàçäåëåíî

íà ÷åòûðå îñíîâíûå ÷àñòè. Â ïåðâîì ïîäðàçäåëå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè

ãðàô G ÿâëÿåòñÿ �õîðîøèì� ðàñøèðèòåëåì, òî îí îñòà¼òñÿ �õîðîøèì� ðàñ-

øèðèòåëåì ïîñëå âûêèäûâàíèÿ ëèíåéíîãî ÷èñëà ð¼áåð. Äëÿ ýòîãî ìû ïîëü-

çóåìñÿ òåõíèêîé èç ñòàòüè Ì. Àëåõíîâè÷à è äð. 2005 ã. Äàëåå, ìû ââîäèì

ñèñòåìó Òóý ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîíîìîâ è äîêàçûâàåì íåêîòîðûå å¼ ñâîéñòâà

(â ÷àñòíîñòè, ñâÿçü ñî ñòåïåíÿìè âûâîäà â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå äîêà-

çàòåëüñòâ Positivstellensatz ). Â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå ìû ðàñøèðÿåì ðå-

çóëüòàò èç ðàáîòû Ä. Þ. Ãðèãîðüåâà 2001 ã., äîêàçûâàÿ íèæíþþ ëèíåéíóþ

îöåíêó íà áóëåâó ñòåïåíü âûâîäà â Positivstellensatz áèíîìèàëüíîé çàïèñè

öåéòèíñêèõ ôîðìóë. Äàëåå ìû ñâîäèì äîêàçàòåëüñòâî â Positivstellensatz

áèíîìèàëüíîé çàïèñè öåéòèíñêèõ ôîðìóë ê äîêàçàòåëüñòâó â ñòàòè÷åñêîé

LS+ èõ áóëåâîé ôîðìû. Íàêîíåö, â ïîñëåäíåì ïîäðàçäåëå ìû ïîêàçûâàåì,

êàê èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ ÷àñòåé, èñïîëüçóÿ èäåè Ä. Þ. Ãðèãîðüå-

âà è äð. 2002 ã., ïîëó÷èòü íèæíþþ ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó íà ðàçìåð

äîêàçàòåëüñòâà â ñòàòè÷åñêîé LS+ áóëåâîé ôîðìû öåéòèíñêèõ ôîðìóë.
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Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü ãðàô G ÿâëÿåòñÿ (r = n/2, d, c)-ðàñøèðèòåëåì, ãäå

d ≥ 4, c > 1, à n � êîëè÷åñòâî âåðøèí. Ëþáîå ñòàòè÷åñêîå äîêàçàòåëü-

ñòâî öåéòèíñêîé ôîðìóëû TsG â LS+ èìååò ðàçìåð exp(Ω(n)).

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñëîæíîñòü ãåíöåíîâñêèõ ðàñøèðåíèé ïî-

ëóàëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ. ×åðåç R(LP) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

ãåíöåíîâñêîå ðàñøèðåíèå ñèñòåìû, îïåðèðóþùåé åäèíñòâåííûì ïðàâèëîì

ñëîæåíèÿ (3). Â ðàçäåëå 3.1 äîêàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ýêâèâàëåíò-

íîñòü ñèñòåì R(LP) è R(L&P), R(LP1) è R(CP1), â ñëåäóþùåì ðàçäåëå

ïîêàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå L&P ñ óíàðíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè, LS1, â CP1.

Â ðàçäåëå 3.3 ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî âåðõíåé ïîëèíîìèàëüíîé

îöåíêè íà ðàçìåð R(LP)-äîêàçàòåëüñòâ öåéòèíñêèõ òàâòîëîãèé.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà d ≥ 1 è äëÿ ëþáîãî d-ðåãóëÿðíîãî

ãðàôà G ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí n, ñóùåñòâóåò âûâîä TsG â

R(LP) ïîëèíîìèàëüíîãî îò n ðàçìåðà.

Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû ìû ââîäèì ïîíÿòèå âåùåñòâåí-

íîé êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè è ïîêàçûâàåì, êàê ïåðåäåëàòü äîêàçà-

òåëüñòâî â R(CP)-ïîäîáíîé ñèñòåìå äîêàçàòåëüñòâ (÷òî ìîæåò èñïîëüçî-

âàòü â êà÷åñòâå ïðàâèë âûâîäà âñå äîïóñòèìûå äâóõïîñûëî÷íûå ïðàâèëà

âûâîäà) â ïðîòîêîë âåùåñòâåííîé èãðû (â êîòîðîì äâà èãðîêà, îáìåíèâà-

ÿñü âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, äîëæíû íàéòè ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è;

îòìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü ïðîòîêîëà ðàâíà êîëè÷åñòâó ïåðåäàííûõ ÷èñåë).

Ïîíÿòèå âåùåñòâåííîé êîììóíèêàöèîííîé èãðû íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ ïî-

íÿòèåì âåùåñòâåííîé ñõåìû è èñïîëüçóåìàÿ òåõíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

÷àñòíûé ñëó÷àé èíòåðïîëÿöèè ñõåìîé. Íèæíÿÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà

äëÿ äðåâîâèäíûõ R(CP)-ïîäîáíûõ ñèñòåì ïîëó÷àåòñÿ èç îöåíêè íà ðàçìåð

äðåâîâèäíîãî ïðîòîêîëà âåùåñòâåííîé èãðû, ðåøàþùåé èçâåñòíóþ òåîðå-

ìó Õîëëà (çàïèñûâàåìóþ ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Halln, ãäå 2n � ðàçìåð

ñîîòâåòñòâóþùåãî äâóäîëüíîãî ãðàôà).
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Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü π � äðåâîâèäíîå äîêàçàòåëüñòâ ìíîæåñòâà íåðà-

âåíñòâ Halln â íåêîòîðîé R(CP)-ïîäîáíîé ñèñòåìå äîêàçàòåëüñòâ. Òîãäà

|π| ≥ exp(Ω(( n
W log(n)+(log(n))2 )

1/2)), ãäå W � ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð äèçúþíê-

öèè â π.

×åòâ¼ðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñëîæíîñòè ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

äîêàçàòåëüñòâ ñòàðøèõ ñòåïåíåé ñ îãðàíè÷åííîé ñòåïåíüþ ëîæíîñòè. Â

ïåðâîì ðàçäåëå ìû äîêàçûâàåì âåðõíèå ïîëèíîìèàëüíûå îöåíêè â LS2+CP2

íà ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâ ñî ñòåïåíüþ ëîæíîñòè, îãðàíè÷åííîé êîðíåì îò

êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ, ôîðìóë, êîäèðóþùèõ ïðèíöèï Äèðèõëå, è îñëàá-

ëåííûé ïðèíöèï íåðàñêðàøèâàåìîñòè ãðàôà, ñîäåðæàùåãî êëèêó. Äëÿ ýòî-

ãî ìû ïåðåäåëûâàåì êîðîòêèå LS2+CP2-äîêàçàòåëüñòâà, îïèñàííûå â ðà-

áîòå Ä. Þ. Ãðèãîðüåâà è äð. 2002 ã., â äîêàçàòåëüñòâà ñ îãðàíè÷åííîé ñòå-

ïåíüþ ëîæíîñòè.

Â ðàçäåëå 4.2 ìû ïîêàçûâàåì, êàê äîêàçàòåëüñòâî â LSk+CPk ìîæíî

ïåðåäåëàòü â äîêàçàòåëüñòâî â Res(k) (îáîáùåíèå ðåçîëþöèîííîé ñèñòåìû

äîêàçàòåëüñòâ, îïåðèðóþùåé ôîðìóëàìè â k-ÄÍÔ). Ïîëó÷àåìûé ðåçóëü-

òàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà Ý. À. Ãèðøà è Ñ. È. Íèêî-

ëåíêî 2005 ã.

Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàò èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ñ íèæíåé ýêñïîíåíöè-

àëüíîé îöåíêîé äëÿ Res(k), äîêàçàííîé Ì. Àëåõíîâè÷åì â 2005 ã., â ðàç-

äåëå 4.3 ìû äîêàçûâàåì íèæíþþ ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó äëÿ LSk+CPk

ñî ñòåïåíüþ ëîæíîñòè, îãðàíè÷åííîé ëèíåéíîé îò êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ

ôóíêöèåé, äëÿ öåéòèíñêèõ ôîðìóë, ïîñòðîåííûõ ïî ìàòðèöàì-ðàñøèðèòå-

ëÿì (îáîáùåíèÿõ ãðàôîâ-ðàñøèðèòåëåé).

Äëÿ ìíîæåñòâà ñòðîê I ìàòðèöû A ∈ {0, 1}m×n ìû îïðåäåëèì åãî ãðà-

íèöó ∂I êàê ìíîæåñòâî âñåõ ñòîëáöîâ J ìàòðèöû A, òàêèõ ÷òî ñóùåñòâóåò

â òî÷íîñòè îäíà ñòðîêà i ∈ I äëÿ êîòîðîé aij = 1, äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ J , â òî

âðåìÿ êàê äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ i′ ∈ I, i′ 6= i, âûïîëíÿåòñÿ ai′,j = 0. Ìû áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ (r, s, c)-ãðàíè÷íûì ðàñøèðèòåëåì, åñëè: 1. ëþáàÿ

ñòðîêà ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå s åäèíèö; 2. äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ñòðîê
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I ðàçìåðà ïî êðàéíåé ìåðå r âûïîëíÿåòñÿ |∂I| ≥ c · |I|. Ïóñòü b îáîçíà÷à-

åò íåêîòîðûé âåêòîð èç {0, 1}n. Òîãäà Φ(A, b) áóäåò îáîçíà÷àòü ðàâåíñòâî

Ax = b ïî ìîäóëþ 2, ãäå êàæäîå ðàâåíñòâî ⊕s
t=1aijt

xjt
= bi ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå 2s ýêâèâàëåíòíûõ äèçúþíêöèé íà ïåðåìåííûõ xj1, . . . , xjs
.

Òåîðåìà 4.3. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ δ, ÷òî

ôîðìóëà Φ(A, b) äëÿ (Ω(n/∆), 3, c)-ðàñøèðèòåëÿ A, â êîòîðîì ëþáîé ñòîë-

áåö ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå ∆ åäèíèö, èìååò â LSk+CPk ñî ñòåïåíüþ

ëîæíîñòè, îãðàíè÷åííîé δn, äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî ðàçìåðà exp(Ω(n)).
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