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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû

Èíòåðåñ ê íåïîëèíîìèàëüíûì ñïëàéíàì âîçíèê äàâíî (Àëáåðã Äæ., Íèëü-
ñîí Ý., Óîëø Äæ., Âàðãà Ð. è äð.). Íàèáîëåå ïðîñòûå ñïëàéíû (íàçûâàåìûå ìè-
íèìàëüíûìè) ïîëó÷àþòñÿ èç àïïðîêñèìàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (Ìèõëèí Ñ.Ã.,
Äåìüÿíîâè÷ Þ.Ê., Áóðîâà È.Ã.).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåðåñ ìíîãèõ àâòîðîâ âíîâü ïðèâëåêëè íåïîëèíîìè-
àëüíûå ñïëàéíû (Êâàñîâ Á.È., G.W. N�uhlbach, Yu. Tanq). Èíòåðåñ ê íèì îáó-
ñëîâëåí óäîáñòâîì ðåàëèçàöèè íà ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ è, â
÷àñòíîñòè, ñ âîçìîæíîñòüþ äîñòèæåíèÿ áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòè ðåçóëüòàòà ïðè
ìåíüøèõ çàòðàòàõ ðåñóðñîâ ÝÂÌ. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ îñîáåííî âàæíûì èññëåäî-
âàòü ïðèáëèæåíèÿ, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì "òî÷íîñòè" íà äîñòàòî÷íî ïðîèç-
âîëüíîì ìíîæåñòâå ôóíêöèé, è îöåíèòü ïîãðåøíîñòè ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæå-
íèé.

Ïîñòðîåíèå è ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ çà-
äàííîå ÷èñëî ðàç ìèíèìàëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ èíòåð-
ïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ ñî ñâîéñòâîì òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâåííî íà àëãåáðàè÷å-
ñêèõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìàõ çàäàííîé ñòåïåíè ðàññìîòðåíû ðàíåå
íåêîòîðûìè èç óïîìÿíóòûõ âûøå àâòîðîâ. Îòëè÷èòåëüíàÿ ÷åðòà ýòèõ ñïëàéíîâ
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ ñòðîèòñÿ îòäåëüíî íà êàæäîì ñåòî÷íîì
èíòåðâàëå â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ñïëàéíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè,
ðàâíûìè çíà÷åíèÿì ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè â íåñêîëüêèõ ñîñåäíèõ óçëàõ ñåò-
êè. Ïîñêîëüêó èíòåðïîëÿöèîííûå ìèíèìàëüíûå ïîëèíîìèàëüíûå ñïëàéíû õî-
ðîøî ñåáÿ çàðåêîìåíäîâàëè ïðè ïðîâåäåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîé èíòåðïîëÿöèè â
ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè, òî áûëî áû èíòåðåñíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ ìè-
íèìàëüíûõ íåïîëèíîìèàëüíûõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ çàäàííîå ÷èñëî
ðàç ñïëàéíîâ ñî ñâîéñòâîì òî÷íîñòè íà ñòåïåíÿõ çàäàííîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû
Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèé íåïîëèíîìèàëüíûìè

ñïëàéíàìè ìèíèìàëüíîãî äåôåêòà, îáëàäàþùèìè ñâîéñòâîì òî÷íîñòè íà îáîá-
ùåííûõ ïîëèíîìàõ çàäàííîãî ïîðÿäêà; ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèé ìèíèìàëüíû-
ìè íåïîëèíîìèàëüíûìè èíòåðïîëÿöèîííûìè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè
çàäàííîå ÷èñëî ðàç ñïëàéíàìè, ñðàâíåíèå èõ ñ èçâåñòíûìè ïîëèíîìèàëüíûìè
ïðèáëèæåíèÿìè; ïîëó÷åíèå îöåíîê ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïî-
ëó÷åííûõ ñïëàéíîâ; èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ïîñòðîåííûõ ñïëàéíîâ; ñîñòàâëåíèå
àëãîðèòìîâ è îòëàäêà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîãðàììíûõ ìîäóëåé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðå-

ìåííîãî, ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåáðû, òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñîâ ìèíèìàëüíûõ ñïëàéíîâ ïðèìåíåí ìåòîä àï-
ïðîêñèìàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé. Àíàëèòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ
â ñðåäå Maple.
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Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü
Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäåíà äîêàçàííûìè òåîðåìàìè è ïðî-

âåäåííûìè ìíîãî÷èñëåííûìè òåñòàìè. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
ïðèâåäåíû â äèññåðòàöèè.

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Èññëåäîâàíû ìèíèìàëüíûå íåïîëèíîìèàëüíûå ñïëàéíû, óäîáíûå äëÿ ðå-
øåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è Ëàãðàíæà, îáëàäàþùèå ëîêàëüíûì èí-
òåðïîëÿöèîííûì áàçèñîì è ñâîéñòâîì òî÷íîñòè íà îáîáùåííûõ ïîëèíî-
ìàõ çàäàííîãî ïîðÿäêà. Ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè íà ëîêàëüíûõ êâà-
çèðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ. Ñîñòàâëåíû îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû è îòëàæåíû
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîãðàììíûå ìîäóëè.

2. Ïîñòðîåíû ìèíèìàëüíûå èíòåðïîëÿöèîííûå íåïîëèíîìèàëüíûå íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìûå çàäàííîå ÷èñëî ðàç ñïëàéíû ñî ñâîéñòâîì òî÷íîñòè
íà ñòåïåíÿõ, â òîì ÷èñëå, âîçìîæíî, îòðèöàòåëüíûõ, çàäàííîé äîñòàòî÷íî
ãëàäêîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè. Ïîëó÷åíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëè-
æåíèÿ. Ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íåïîëèíîìèàëüíûìè è èçâåñòíûìè
ìèíèìàëüíûìè ïîëèíîìèàëüíûìè ñïëàéíàìè.

3. Ïîñòðîåíû íåïðåðûâíûå è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ñïëàéíû ñî
ñâîéñòâîì òî÷íîñòè íà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ äðîáíûõ ñòåïå-
íÿõ àðãóìåíòà. Íîñèòåëü áàçèñíîãî ñïëàéíà ñîñòîèò èç òðåõ ñîñåäíèõ ñå-
òî÷íûõ ïðîìåæóòêîâ. Ïîëó÷åíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ.

4. Èññëåäîâàíû íåêîòîðûå íåïîëèíîìèàëüíûå ñïëàéíû òðåòüåãî ïîðÿäêà ñïå-
öèàëüíîãî âèäà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Âûäåëèì îñíîâíûå:

1. Íà ëîêàëüíîé êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêå ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðè-
áëèæåíèÿ ìèíèìàëüíûìè íåïîëèíîìèàëüíûìè ñïëàéíàìè, îáëàäàþùèìè
ëîêàëüíûì èíòåðïîëÿöèîííûì áàçèñîì è ñâîéñòâîì òî÷íîñòè íà îáîáùåí-
íûõ ïîëèíîìàõ çàäàííîãî ïîðÿäêà, óäîáíûìè äëÿ ðåøåíèÿ èíòåðïîëÿöè-
îííîé çàäà÷è Ëàãðàíæà.

2. Ïîñòðîåíû ìèíèìàëüíûå íåïîëèíîìèàëüíûå èíòåðïîëÿöèîííûå íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìûå çàäàííîå ÷èñëî ðàç ñïëàéíû ñî ñâîéñòâîì òî÷íîñòè
íà ñòåïåíÿõ, â òîì ÷èñëå âîçìîæíî îòðèöàòåëüíûõ, çàäàííîé äîñòàòî÷íî
ãëàäêîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè. Ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëè-
æåíèÿ.

3. Ïîñòðîåíû íåïðåðûâíûå è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ñïëàéíû ñî
ñâîéñòâîì òî÷íîñòè íà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ äðîáíûõ ñòåïå-
íÿõ àðãóìåíòà. Ïîëó÷åíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ.
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4. Ðàçðàáîòàíû ïðîãðàììíûå ìîäóëè, ãåíåðèðóþùèå ìèíèìàëüíûå èíòåðïî-
ëÿöèîííûå íåïîëèíîìèàëüíûå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå çàäàííîå
÷èñëî ðàç áàçèñíûå ñïëàéíû ñî ñâîéñòâîì òî÷íîñòè íà ñòåïåíÿõ (â òîì ÷èñ-
ëå âîçìîæíî îòðèöàòåëüíûõ) çàäàííîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè.

5. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû äëÿ ãåíåðàöèè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ñïëàéíîâ ìèíèìàëüíîãî äåôåêòà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ ïîëåçíîñòü
Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ïðåäñòàâëÿåò òåîðåòè÷åñêèé è ïðàê-

òè÷åñêèé èíòåðåñ, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà êàê â èññëåäîâàòåëüñêèõ, òàê è â
îáó÷àþùèõ öåëÿõ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ñîçäà-
íèÿ âûñîêîýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èí-
òåðïîëÿöèè è àïïðîêñèìàöèè âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé îäíîé è ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ êàê íà êîíå÷íîé, òàê è íà áåñêîíå÷íîé ñåòêå óçëîâ, ñãóùàþùåéñÿ ê òî÷êå
îñîáåííîñòè, ïðè ñæàòèè è ïîñëåäóþùåì âîññòàíîâëåíèè ñ çàäàííîé ïîãðåøíî-
ñòüþ áîëüøèõ îáúåìîâ ãðàôè÷åñêîé èíôîðìàöèè, ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ðÿäà
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, â òîì ÷èñëå ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ âàðèà-
öèîííûìè ìåòîäàìè, à òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè ïàðàëëåëüíûõ ôîðì àëãîðèòìîâ
ïåðå÷èñëåííûõ çäåñü çàäà÷.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áûëè äîëîæåíû íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìè-

íàðàõ:
1. International conference in memory of V.I.Zubov. "Stability and Control

Processes". 29.06-1.07.2005. SPb.
2. XXXVII Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ

"Ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ è óñòîé÷èâîñòü", 11-13 àïðåëÿ 2006 ã. ÑÏá.
Ðåçóëüòàòû áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè ÷òåíèè ëåêöèé ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìà-

òåìàòèêå äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû (ñì. ðàçäåë "Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òå-

ìå äèññåðòàöèè"â êîíöå àâòîðåôåðàòà) â ñòàòüÿõ [1], [2], [5] è ìàòåðèàëàõ êîí-
ôåðåíöèé [3], [4].

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû
Äèññåðòàöèÿ îáúåìîì 153 ñòðàíèöû ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, ðàç-

áèòûõ íà ðàçäåëû è ïàðàãðàôû, äâóõ ïðèëîæåíèé è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ñî-
äåðæèò 24 òàáëèöû, 24 ðèñóíêà è ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
1. Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ

íåïîëèíîìèàëüíûõ ñïëàéíîâ ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî äåôåêòîâ . Ïðè-
âîäÿòñÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ è âûðàæåíèå îñòàòêà, ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ÷àñòíûå ñëó÷àè. Ñåòêà óçëîâ ìîæåò áûòü êàê ðàâíîìåðíîé, òàê è íåðàâ-
íîìåðíîé.
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Ïóñòü l, s, n � öåëûå ÷èñëà, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèÿìè l ≥ 1, s ≥ 1,
l + s = n, {xj} � óïîðÿäî÷åííàÿ ïî âîçðàñòàíèþ ñåòêà óçëîâ íà ïðîìå-
æóòêå [a, b]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ u ∈ C[a, b] çàäàíà â óçëàõ ñåòêè xj,
à ϕi(x), i = 1, . . . , n, � íåêîòîðûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå è ëèíåéíî íåçàâèñèìûå
íà ïðîìåæóòêå [a, b] ôóíêöèè.

Îáîçíà÷èì Φ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕn(x))T . Ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèè ϕi(x), i =
1, . . . , n, è ñåòêà {xj} âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî îïðåäåëèòåëü

∆j = det(Φ(xj−l+1), . . . , Φ(xj+s)) 6= 0.

Ïðèáëèæåíèå ũ(x) ê ôóíêöèè u(x) ñòðîèì â âèäå

ũ(x) =
j+s∑

k=j−l+1

u(xk)ωk(x), x ∈ [xj, xj+1).

Çäåñü ñïëàéíû ωj(x), supp ωj = [xj−s, xj+l], íàçûâàåìûå áàçèñíûìè, íàõîäèì èç
óñëîâèÿ

ũ(x) ≡ u(x) ïðè u(x) = ϕi(x), i = 1, . . . , n, x ∈ [a, b],

÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
j+s∑

k=j−l+1

ϕi(xk)ωk(x) = ϕi(x), i = 1, 2, . . . , n, x ∈ [xj, xj+1). (1)

Òàêèì îáðàçîì, áàçèñíûå ñïëàéíû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

ωj−k(x) = det(Φ(xj−l+1), . . . , Φ(xj−k−1), Φ(x), Φ(xj−k+1), . . . , Φ(xj+s))/∆j,

k = −s,−s + 1, . . . , l − 1. (2)
Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ îñòàòêà ïðèáëèæåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè ìèíè-

ìàëüíûìè ñïëàéíàìè ìàêñèìàëüíîãî äåôåêòà, à òàêæå îöåíêà ïîãðåøíîñòè
ïðèáëèæåíèÿ. Ðàññìîòðåíà ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ íà ðàâíîìåðíîé è ðàâ-
íîìåðíî ñãóùàþùåéñÿ ñåòêàõ óçëîâ.

Ïóñòü Lu = 0 � îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, èìåþùåå ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ϕ1(x), . . . , ϕn(x); ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü
Âðîíñêîãî W (x),

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(x), ϕ2(x), . . . ϕn(x)
ϕ′1(x), ϕ′2(x), . . . ϕ′n(x)

. . . . . . . . . . . .
ϕ

(n−1)
1 (x), ϕ

(n−1)
2 (x), . . . ϕ(n−1)

n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè x ∈ [a, b].
Ïóñòü Wni(x) � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ i-ãî ýëåìåíòà n-é ñòðîêè îïðå-

äåëèòåëÿ W (x).
Äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(t), t ∈ [c, d], îáîçíà÷èì ||f ||[c,d] = max

t∈[c,d]
|f(t)|.
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Òåîðåìà 1 . Îñòàòîê ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè u(x) ∈ Cn[a, b] íåïðåðûâíûìè
ëàãðàíæåâûìè ñïëàéíàìè èìååò âèä

R(x) = ũ(x)− u(x) =
j+s∑

k=j−l+1

(xk − x)n

n!
ωk(x)(Lu)(ξk)

n∑

i=1

ϕ
(n−1)
i (τ̃k)Wni(ξk)

W (ξk)
, (3)

ãäå ξk è τ̃k íàõîäÿòñÿ ìåæäó xk è x, à îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ òà-
êîâà

|R(x)|x∈[xj , xj+1] ≤
‖Lu‖[xj−l+1,xj+s]

n!
×

×
n∑

i=1

‖ϕ(n−1)
i ‖[xj−l+1,xj+s]

∥∥∥∥
Wni

W

∥∥∥∥
[xj−l+1,xj+s]

·
j+s∑

k=j−l+1

|xk − x|n|ωk(x)|. (4)

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåòêà óçëîâ {xk} ñî ñâîéñòâîì:
xj+1 − xj

xj − xj−1

= B, B > 0. (5)

Îáîçíà÷èì
Dk−j(B) =





Bk−j−1
B−1

, ïðè B 6= 1,

k − j, ïðè B = 1.

Òåîðåìà 2 . Ïóñòü äàíà ñåòêà óçëîâ ñî ñâîéñòâîì (5) è x ∈ [xj, xj+1]. Òîãäà
îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ èìååò âèä

|R(x)| ≤ ‖Lu‖[xj−l+1,xj+s]

n!
(xj+1 − xj)

n
j+s∑

k=j−l+1

max
t∈[0, 1]

|Dk−j(B)− t|n×

× max
t∈[0, 1]

|ωk(xj + t(xj+1 − xj))|
n∑

i=1

‖ϕ(n−1)
i ‖[xj−l+1,xj+s]

∥∥∥∥
Wni

W

∥∥∥∥
[xj−l+1,xj+s]

.

Òåîðåìà 3 . Ïðè ðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ ñ øàãîì h, xk = x0 + kh, îöåíêà
ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ èìååò âèä

|R(x)| ≤ ‖Lu‖[xj−l+1,xj+s]

n!
hn

n∑

i=1

‖ϕ(n−1)
i ‖[xj−l+1,xj+s]

∥∥∥∥
Wni

W

∥∥∥∥
[xj−l+1,xj+s]

×

×
j+s∑

k=j−l+1

max
t∈[0, 1]

|k − j − t|n max
t∈[0, 1]

|ωk(x0 + jh + th)|,

ãäå x ∈ [xj, xj+1].

Ãëàâó çàâåðøàåò ïîñòðîåíèå íåïîëèíîìèàëüíûõ ñïëàéíîâ ìèíèìàëüíîãî äå-
ôåêòà.

2. Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà èíòåðïîëÿöèîííûì ìèíèìàëüíûì íåïîëèíîìèàëüíûì
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì çàäàííîå ÷èñëî ðàç ñïëàéíàì ñî ñâîéñòâîì
òî÷íîñòè íà ñòåïåíÿõ çàäàííîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè.
Ïîäñ÷èòàíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ è îñòàòîê.
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Ïóñòü l, s è n � öåëûå ÷èñëà, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì l + s = n + 1, l ≥ 1,
s ≥ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå xj óïîðÿäî÷åííîé ñåòêè óçëîâ {xj},
. . . < xj−1 < xj < xj+1 . . ., çàäàíî çíà÷åíèå u(xj) ôóíêöèè u ∈ Cn+1[a, b].

Ïóñòü, äàëåå, ôóíêöèÿ ϕ(x) � ñòðîãî ìîíîòîííà è ϕ ∈ Cn+1[a, b]. Ïîêà-
çàíî, ÷òî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ïîñòðîåííûé ïî ñèñòåìå ôóíêöèé 1, ϕ(x),

ϕ2(x), . . . , ϕn(x) ðàâåí 1! 2! . . . n!(ϕ′(x))
n(n+1)

2 .
Ôóíêöèÿ u(x) ïðèáëèæàåòñÿ âûðàæåíèåì

ũ(x) =
j+s∑

k=j−l+1

u(xk)ωk(x), x ∈ [xj, xj+1),

ãäå áàçèñíûå ñïëàéíû ωj(x) íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé

ũ(x) ≡ u(x), ïðè u(x) = ϕi(x), i = 0, 1, . . . , n,

÷òî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ âèäà

ωj(x) =





∏
j′ 6=j

−l+1≤j′−k≤s

ϕ(x)− ϕ(xj′)

ϕ(xj)− ϕ(xj′)
, x ∈ [xk, xk+1),

k = j − s, . . . , j + l − 1;
0, x 6∈ [xj−s, xj+l]

(6)

Ïîñòðîåíû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå çàäàííîå ÷èñëî ðàç ñïëàéíû ω̃j(x)
ñî ñâîéñòâîì "òî÷íîñòè" íà ñèñòåìå ôóíêöèé 1, ϕ(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x). Ñïëàé-
íû ñòðîèëèñü ïóòåì ðàñøèðåíèÿ íîñèòåëÿ áàçèñíîãî ñïëàéíà ωj(x) íà îäèí
ñåòî÷íûé èíòåðâàë.

Òåîðåìà 4 . Àïïðîêñèìàöèÿ ˜̃u(x), âèäà

˜̃u(x) =
j+s∑

k=j−l

u(xk)ω̃k(x), x ∈ [xj, xj+1),

ãäå ω̃j ∈ Cr[a, b] ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëàì

ω̃j(x) =





pk(x)
∏

j′ 6=j
−l+1≤j′−k≤s

ϕ(xk−l)− ϕ(xj′)

ϕ(xj)− ϕ(xj′)
+

+
∏

j′ 6=j
−l+1≤j′−k≤s

ϕ(x)− ϕ(xj′)

ϕ(xj)− ϕ(xj′)
, x ∈ [xk, xk+1),

k = j − s, . . . , j + l − 1;
−pj+l(x); x ∈ [xj+l, xj+l+1);
0, x 6∈ [xj−s, xj+l+1],

p
(λ)
k (xk) = −

(
∏

−l+1≤j′−k≤s−1
(ϕ(x)− ϕ(xj′))

)(λ)

x=xk∏
−l+1≤j′−k≤s−1

(ϕ(xk−l)− ϕ(xj′))
.
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pk(x) =
r∑

λ=1

1

λ!
p

(λ)
k (xk)(x− xk+1)

r+1
r−λ∑

i=0

(−1)i (r + i)!

r! i!

(x− xk)
λ+i

(xk − xk+1)r+i+1
,

îáëàäàåò ñâîéñòâîì
˜̃u(x) ≡ u(x) ïðè u(x) = ϕi(x), i = 0, 1, . . . , n.

Òàêæå ðàññìîòðåíû ñïëàéíû ñ íîñèòåëåì [xj−s−1, xj+l].
Èçó÷åíû ñâîéñòâà ïîëó÷åííûõ ãëàäêèõ íåïîëèíîìèàëüíûõ áàçèñíûõ ñïëàé-

íîâ. Ðàññìàòðèâàëèñü ëåâûå è ïðàâûå ãëàäêèå ìèíèìàëüíûå ñïëàéíû.
Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå íåïðåðûâíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ è íåïîëèíîìèàëüíûå

ñïëàéíîâ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ.

Òåîðåìà 5 . Ïóñòü {xj} � ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà óçëîâ ñ øàãîì h. Íåïðåðûâíûå
ïîëèíîìèàëüíûå ñïëàéíû ωj(x), îïðåäåëÿåìûå èç óñëîâèÿ òî÷íîñòè àïïðîê-
ñèìàöèè íà ôóíêöèÿõ xν, ν = 0, 1, . . . , n, è íåïðåðûâíûå íåïîëèíîìèàëüíûå
ñïëàéíû ω∗j (x) ñî ñâîéñòâîì òî÷íîñòè íà ôóíêöèÿõ ϕν(x), ν = 0, 1, . . . , n, ñâÿ-
çàíû ñîîòíîøåíèåì

ω∗j (xj + th) = ωj(xj + th) + O(h).

Äàëåå îïðåäåëÿåòñÿ îñòàòîê è óñòàíàâëèâàåòñÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëè-
æåíèÿ ïîëó÷åííûìè ñïëàéíàìè.

Òåîðåìà 6 . Îñòàòîê ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè u(x) ôóíêöèåé

ũ(x) =
j+s∑

k=j−l+1

u(xk)ωk(x), x ∈ [xj, xj+1),

ãäå áàçèñíûé ñïëàéí ωj ∈ C[xj−s, xj+l] îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (6), èìååò âèä

R(x) =
j+s∑

k=j−l+1

(xk − x)n+1

(n + 1)!
ωk(x)(Lu)(ξk)

n+1∑

i=1

σn(i)
(ϕi−1)(n)(τ̃k)ϕ

n−k+1(ξk)

(ϕ′(ξk))n
, (7)

Çäåñü σn(i) = (−1)n+i+1(n − i + 1)!(i − 1)!, à ξk è τ̃k íàõîäÿòñÿ ìåæäó xk è x.
Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ òàêîâà

|R(x)|x∈[xj , xj+1] ≤
‖Lu‖[xj−l+1,xj+s]

(n + 1)!

j+s∑

k=j−l+1

|xk − x|n+1|ωk(x)|×

×
n+1∑

i=1

(n− i + 1)!(i− 1)!‖(ϕi−1)(n)‖[xj−l+1,xj+s]

∥∥∥∥∥
ϕn−i+1

(ϕ′)n

∥∥∥∥∥
[xj−l+1,xj+s]

.

Ðàññìîòðåíû íåïðåðûâíûå è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå çàäàííîå ÷èñ-
ëî ðàç ñïëàéíû ñî ñâîéñòâîì òî÷íîñòè íà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ
ñòåïåíÿõ çàäàííîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè.

Ïóñòü l, s, m è n � öåëûå ÷èñëà, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì l + s = m + n + 1,
l ≥ 1, s ≥ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå xj óïîðÿäî÷åííîé ñåòêè óçëîâ
{xj}, 0 < a < x0 < . . . < xj−1 < xj < xj+1 < . . . < b, çàäàíî çíà÷åíèå u(xj)
ôóíêöèè u ∈ Cm+n+1[a, b]. Ïóñòü, äàëåå, ôóíêöèÿ ϕ(x) 6= 0 � ñòðîãî ìîíîòîííà
è ϕ ∈ Cm+n+1[a, b].
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Òåîðåìà 7 . Åñëè ñïëàéí ωj ∈ C[a, b] ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëå

ωj(x) =





(
ϕ(xj)

ϕ(x)

)n ∏

j′ 6=j
−l+1≤j′−k≤s

ϕ(x)− ϕ(xj′)

ϕ(xj)− ϕ(xj′)
, x ∈ [xk, xk+1),

k = j − s, . . . , j + l − 1;
0, x 6∈ [xj−s, xj+l],

(8)

òî àïïðîêñèìàöèÿ ũ(x) âèäà

ũ(x) =
j+s∑

k=j−l+1

u(xk)ωk(x), x ∈ [xj, xj+1),

îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ũ(x) ≡ u(x) ïðè u(x) = ϕi(x), i = −n, . . . , m.

Òåîðåìà 8 . Åñëè ñïëàéí ω̃j ∈ Cr[a, b] ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëàì

ω̃j(x) =





pk(x)

(
ϕ(xj)

ϕ(xk−l)

)m ∏

j′ 6=j
−l+1≤j′−k≤s

ϕ(xk−l)− ϕ(xj′)

ϕ(xj)− ϕ(xj′)
+

+

(
ϕ(xj)

ϕ(x)

)m ∏

j′ 6=j
−l+1≤j′−k≤s

ϕ(x)− ϕ(xj′)

ϕ(xj)− ϕ(xj′)
, x ∈ [xk, xk+1),

k = j − s, . . . , j + l − 1;
−pj+l(x); x ∈ [xj+l, xj+l+1);
0, x 6∈ [xj−s, xj+l+1],

(9)

ãäå

p
(λ)
k (xk) = −

(
ϕ−n(x)

∏
−l+1≤j′−k≤s−1

(ϕ(x)− ϕ(xj′))

)(λ)

x=xk

ϕn(xk−l)

∏
−l+1≤j′−k≤s−1

(ϕ(xk−l)− ϕ(xj′))
, (10)

pk(x) =
r∑

λ=1

1

λ!
p

(λ)
k (xk)(x− xk+1)

r+1
r−λ∑

d=0

(−1)d (r + d)!

r! d!

(x− xk)
λ+d

(xk − xk+1)r+d+1
, (11)

òî àïïðîêñèìàöèÿ ˜̃u(x), âèäà

˜̃u(x) =
j+s∑

k=j−l

u(xk)ω̃k(x), x ∈ [xj, xj+1),

îáëàäàåò ñâîéñòâîì
˜̃u(x) ≡ u(x) ïðè u(x) = ϕi(x), i = −n, . . . , m.

3. Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïðåðûâíûå è íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûå ñïëàéíû ñî ñâîéñòâîì "òî÷íîñòè" íà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöà-
òåëüíûõ ñòåïåíÿõ àðãóìåíòà. Áàçèñíûå ôóíêöèè ïðåäëîæåííûõ ñïëàéíîâ èìå-
þò íîñèòåëü, ñîñòîÿùèé èç òðåõ ñîñåäíèõ ñåòî÷íûõ ïðîìåæóòêîâ. Ïðèâîäÿòñÿ
îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ è ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû.
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Ïîñòðîåíû íåïðåðûâíûå ñïëàéíû ñî ñâîéñòâîì "òî÷íîñòè" íà ôóíêöèÿõ 1,
x, 1/x. Ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå
óçëîâ {xj} ñ øàãîì h: 0 < x0 < x1 < . . ., îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ
èìååò âèä

|ũ(x)− u(x)| ≤ h3

(
17

48
+

h

64x0

) ∣∣∣∣
∣∣∣∣
3

x
u′′ + u′′′

∣∣∣∣
∣∣∣∣
[xj−1, xj+1]

.

Ïîñòðîåíû íåïðåðûâíûå ñïëàéíû ñî ñâîéñòâîì "òî÷íîñòè" íà ôóíêöèÿõ 1,
1/x, 1/x2. Ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå
óçëîâ {xj} ñ øàãîì h: 0 < x0 < x1 < . . ., îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ
èìååò âèä

|ũ(x)− u(x)| ≤ h3

(
17

96
+ h

5x0 + 2h

320x2
0

) ∣∣∣∣
∣∣∣∣
6

x2
u′ +

6

x
u′′ + u′′′

∣∣∣∣
∣∣∣∣
[xj−1, xj+1]

.

Äàëåå ïîëó÷åíû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ñïëàéíû ìèíèìàëüíîãî äå-
ôåêòà ñî ñâîéñòâîì "òî÷íîñòè" íà ôóíêöèÿõ 1, x, 1/xα, ãäå α ìîæåò áûòü êàê
öåëûì, òàê è äðîáíûì ïîëîæèòåëüíûì èëè îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, α 6= 0,−1.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè ñëåäóþùåãî âèäà

T0(k)ũ(xs) + T1(k)ũ′(xs) = T0(k)u(xs) + T1(k)u′(xs), s = 0,±1,±2, . . . ,

ãäå

T0(k) = α
xα+1

k+1 − xα+1
k

xα+1
k+1x

α+1
k

,

T1(k) =
−αxk+1x

α
k + αxα+1

k + xα+1
k+1 − xα

kxk+1

xα+1
k+1x

α
k

.

Òåîðåìà 9 . Ïóñòü [x0, xm] ∈ (a, b), ïðèáëèæåíèå ũ(x) ê ôóíêöèè u ∈ C1[x0, xm]
çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

ũ(x) =
j+1∑

k=j−1

(T0(k)uk + T1(k)u′k) ωk(x),

ãäå
ωj−1(x) =

µ

ν
xα+1

j−1 xα+1
j

(
αxα+1 − (α + 1)xαxj+1 + xα+1

j+1

)
,

ωj(x) =
µ

νη
xα+1

j xα+1
j+1

(
αxα+1

[
(xj+2 − xj+1)(x

α+1
j − xα+1

j−1 ) + (xj − xj−1)×

×(xα+1
j+1 − xα+1

j+2 )
]
− (α + 1)xα

[
xjxj−1(x

α
j − xα

j−1)(xj+2 − xj+1)−
−xj+2xj+1(x

α
j+2 − xα

j+1)(xj − xj−1)
]
+

[
xjxj−1(x

α
j − xα

j−1)×

×(xα+1
j+2 − xα+1

j+1 )− xj+2xj+1(x
α
j+2 − xα

j+1)(x
α+1
j − xα+1

j−1 )
])

ωj+1(x) =
µ

η
xα+1

j+1 xα+1
j+2

(
αxα+1 − (α + 1)xαxj + xα+1

j

)
.
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Çäåñü

µ =
1

α(α + 1)xα
,

ν = (xj − xj−1)x
α+1
j+1 + (xj−1 − xj+1)x

α+1
j + (xj+1 − xj)x

α+1
j−1 ,

η = (xj+1 − xj)x
α+1
j+2 + (xj − xj+2)x

α+1
j+1 + (xj+2 − xj+1)x

α+1
j .

Òîãäà ïðè x ∈ [x0, xm)

u(x) = ũ(x), åñëè u(x) = 1, x, 1/xα.

Ïðè α = 1 ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ìîæåò áûòü ïîäñ÷èòàíà ïî ôîðìóëå:

|ũ(x)− u(x)| ≤ 1

8

∣∣∣∣
∣∣∣∣
3

x
u′′ + u′′′

∣∣∣∣
∣∣∣∣
[xj−1, xj+1]

( ∣∣∣∣∣
x4 − 3x4

j + 8x3
jx− 6x2

jx
2

3x

∣∣∣∣∣ +

+
∑

k=j−1,j+1

∣∣∣∣∣T0(k)
x4

k − 3x4
j + 8x3

jxk − 6x2
jx

2
k

3xk

+ T1(k)
x4

k − 2x2
jx

2
k + x4

j

x2
k

∣∣∣∣∣ · |ωk(x)|,

à íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ {xj} ñ øàãîì h: 0 < x0 < x1 < . . .,

|ũ(x)− u(x)| ≤ h3

(
5

12
+

h

48x0

) ∣∣∣∣
∣∣∣∣
3

x
u′′ + u′′′

∣∣∣∣
∣∣∣∣
[xj−1, xj+1]

.

Ïîñòðîåíû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ñïëàéíû ñî ñâîéñòâîì "òî÷íî-
ñòè" íà ôóíêöèÿõ 1, 1/xα, 1/xβ, ãäå α, β ìîãóò áûòü êàê öåëûìè, òàê è äðîá-
íûìè ïîëîæèòåëüíûìè èëè îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè, α 6= 0, β 6= 0, α 6= β.

Òåîðåìà 10 . Ïóñòü [x0, xm] ∈ (a, b), ïðèáëèæåíèå ũ(x) ê ôóíêöèè u ∈
C1[x0, xm] çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

ũ(x) =
j+1∑

k=j−1

(T0(k)uk + T1(k)u′k) ωk(x),

T0(k) = αβ

(
1

xα+1
k xβ+1

k+1

− 1

xβ+1
k xα+1

k+1

)
,

T1(k) = α

(
1

xβ
k+1x

α+1
k

− 1

xα+β+1
k

)
+ β

(
1

xα+β+1
k

− 1

xα
k+1x

β+1
k

)
,

ωj−1(x) =
µ

ν
xα+β+1

j−1 xα+β+1
j

(
(β − α)xα+β + αxαxβ

j+1 − βxβxα
j+1

)
,

ωj(x) =
µ

νη
xα+β+1

j xα+β+1
j+1

(
(β − α)xα+β

[
(xα

j+2 − xα
j+1)(x

β
j − xβ

j−1)−

−(xα
j − xα

j−1)(x
β
j+2 − xβ

j+1)
]
+ αxα

[
(xβ

j+2 − xβ
j+1)(x

β
j xα

j−1−
−xα

j xβ
j−1)− (xβ

j − xβ
j−1)(x

β
j+2x

α
j+1 − xα

j+2x
β
j+1)

]
− βxβ

[
(xα

j+2 −
−xα

j+1)(x
β
j xα

j−1 − xβ
j−1x

α
j )− (xα

j − xα
j−1)(x

β
j+2x

α
j+1 − xβ

j+1x
α
j+2)

])
,
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ωj+1(x) =
µ

η
xα+β+1

j+1 xα+β+1
j+2

(
(β − α)xα+β + αxαxβ

j − βxβxα
j

)
.

Çäåñü

µ =
1

αβ(α− β)xα+β
,

ν = (xα
j − xα

j−1)x
β
j+1 + (xα

j−1 − xα
j+1)x

β
j + (xα

j+1 − xα
j )xβ

j−1,

η = (xα
j+1 − xα

j )xβ
j+2 + (xα

j − xα
j+2)x

β
j+1 + (xα

j+2 − xα
j+1)x

β
j .

Òîãäà ïðè x ∈ [x0, xm)

u(x) = ũ(x), åñëè u(x) = 1, 1/xα, 1/xβ.

Ïðè α = 1, β = 2, ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ìîæåò áûòü ïîäñ÷èòàíà ôîð-
ìóëå:

|ũ(x)− u(x)| ≤ 1

40

∣∣∣∣
∣∣∣∣
6

x2
u′ +

6

x
u′′ + u′′′

∣∣∣∣
∣∣∣∣
[xj−1, xj+1]

( ∣∣∣∣∣
x5 − 6x5

j + 15x4
jx− 10x3

jx
2

3x2

∣∣∣∣∣ +

+
∑

k=j−1,j+1

∣∣∣∣∣
T0(k)

3x2
k

(
6x5 − x5

k − 15x4xk + 10x3x2
k

)
+

+T1(k)
x5

k − 5x4
jxk + 4x5

j

x3
k

∣∣∣∣∣ · |ωk(x)|,

à íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ {xj} ñ øàãîì h: 0 < x0 < x1 < . . .,

|ũ(x)− u(x)| ≤ h3

[
5

24
+ h

x0 + 0.3h

48x2
0

] ∣∣∣∣
∣∣∣∣
6

x2
u′ +

6

x
u′′ + u′′′

∣∣∣∣
∣∣∣∣
[xj−1, xj+1]

.

Çäåñü æå ïîñòðîåíû ìóëüòèïëèêàòèâíûå áàçèñíûå ñïëàéíû ïî ñèñòåìàì
ôóíêöèé 1, x, 1/x è 1, 1/x, 1/x2 .

4. Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìîòðåíû íåïðåðûâíûå è äâàæäû íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûå ñïëàéíû òðåòüåãî ïîðÿäêà, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì òî÷íîñòè íà
ôóíêöèÿõ 1, x, eAx, e−Ax, A > 0.

Ïîëó÷åíû íåïðåðûâíûå ñïëàéíû òðåòüåãî ïîðÿäêà, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì
òî÷íîñòè íà ôóíêöèÿõ 1, x, eAx, e−Ax, A > 0, ïîçâîëÿþùèå ðåøàòü èíòåðïîëÿ-
öèîííóþ çàäà÷ó Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 11 . Ïóñòü ñåòêà óçëîâ {xj} ðàâíîìåðíàÿ ñ øàãîì h, u ∈ C4(a, b),
è ïðèáëèæåíèå ũ(x) çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

ũ(x) =
j+2∑

k=j−1

u(xj)ωj(x), x ∈ [xj, xj+1]

ãäå ïðè îáîçíà÷åíèè λ := eAh, t = (x− xj)/(xj+1 − xj)

ωj−1(t) =
λ

(λ− 1)2
(t− 1) +

λ3

(λ + 1)(λ− 1)3
(λ−t − λ(t−2)),
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ωj(t) = −λ2 + λ + 1

(λ− 1)2
t +

(λ + 2)λ(1+t)

(λ + 1)(λ− 1)3
− (2λ + 1)λ(2−t)

(λ + 1)(λ− 1)3
+

λ2 + 1

(λ− 1)2
,

ωj+1(t) =
λ2 + λ + 1

(λ− 1)2
t− (2λ + 1)λ(1+t)

(λ + 1)(λ− 1)3
+

(λ + 2)λ(2−t)

(λ + 1)(λ− 1)3
− λ

(λ− 1)2
,

ωj+2(t) = − λ

(λ− 1)2
t +

λ2

(λ + 1)(λ− 1)3
(λt − λ−t).

Òîãäà
u(x) = ũ(x), åñëè u(x) = 1, x, eAx, e−Ax,

è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

|ũ(x)− u(x)| ≤ 1

2A4

∣∣∣
∣∣∣uIV − A2u′′

∣∣∣
∣∣∣
[xj−1, xj+2]

[
2(eAh + e−Ah)− 2A2h2 − 4 +

+

√
3

27
(−5A2h2 − 4 + eAh + e−Ah + e2Ah + e−2Ah)

]
.

Äàëåå ïîëó÷åíû äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå áàçèñíûå ñïëàéíû
ìèíèìàëüíîãî äåôåêòà, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì òî÷íîñòè íà ôóíêöèÿõ 1, x, eAx,
e−Ax, A > 0. Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè ñëåäóþùåãî âèäà:

ũ(xs)− T1(h)ũ′(xs) + T2(h)ũ′′(xs) = u(xs)− T1(h)u′(xs) + T2(h)u′′(xs),

s = 0,±1,±2, . . .

ãäå

a) ũ(x) =
j+1∑

k=j−2

(u(xk) + T1(h)u′(xk) + T2(h)u′′(xk)) ωk(x), (12)

T1(h) = h, T2(h) =
Ah(1 + e2Ah) + 1− e2Ah

A2(e2Ah − 1)
. (13)

b) ũ(x) =
j+2∑

k=j−1

(u(xk) + T1(h)u′(xk) + T2(h)u′′(xk)) ωk(x),

T1(h) = 0, T2(h) =
2AheAh + 1− e2Ah

A2(e2Ah − 1)
.

c) ũ(x) =
j+3∑

k=j

(u(xk) + T1(h)u′(xk) + T2(h)u′′(xk)) ωk(x),

T1(h) = h, T2(h) =
2AheAh + 1− e2Ah

A2(e2Ah − 1)
.

Òåîðåìà 12 . Ïóñòü ñåòêà óçëîâ {xj} ðàâíîìåðíàÿ ñ øàãîì h, ïðèáëèæåíèå
ũ(x) ê ôóíêöèè u(x) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

ũ(x) =
j+1∑

k=j−2

(u(xk) + T1(h)u′(xk) + T2(h)u′′(xk)) ωk(x),
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ãäå êîýôôèöèåíòû T1(h), T2(h) èùåì â âèäå (13), à áàçèñíûå ñïëàéíû � ïî
ôîðìóëàì

ωj−2(x) =
e2Ah − e2Ax + 2Ae2A(x+h)(x− h)

2AheAx(eAh − 1)2
,

ωj−1(x) = − 1

2AheAx(eAh − 1)2

(
eAh − eA(2x+h) + 2AeA(x+2h)(x− h)+

+2(e2Ah − e2Ax) + 2AeAx(x− h + xeAh)
)
,

ωj(x) = − 1

2AheAx(eAh − 1)2

(
e2Ax − e2Ah + 2AeA(x+h)(h− x)+

+2eAh(e2Ax − 1)− 2AxeAx(1 + e2Ah)
)
,

ωj+1(x) =
e2Ax − 2AxeAx − 1

2AheA(x−h)(eAh − 1)2
. .

Òîãäà
u(x) = ũ(x), åñëè u(x) = 1, x, eAx, e−Ax,

ïðè÷åì ωj ∈ C2(a, b).

Çäåñü æå ïîñòðîåíû ìóëüòèïëèêàòèâíûå áàçèñíûå ñïëàéíû ïî ýòîé æå ñè-
ñòåìå ôóíêöèé.

Çàêëþ÷àþò ðàáîòó äâà Ïðèëîæåíèÿ. Ïåðâîå ñîäåðæèò ÷èñëåííûå ýêñïåðè-
ìåíòû è ãðàôèêè íåêîòîðûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé, âòîðîå � òåêñòû ïðîãðàìì.
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