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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ñîâðåìåííûå çàäà÷è òåîðèè óïðàâëåíèÿ äèíàìè-

÷åñêèìè ñèñòåìàìè õàðàêòåðèçóþòñÿ íåëèíåéíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, íåîïðåäåëåííîñòüþ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà óïðàâëåíèÿ è

âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, ñëîæíîñòüþ çàäàíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ, íàëè÷èåì îãðà-

íè÷åíèé íà ôàçîâûå ïåðåìåííûå è óïðàâëåíèå. Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ïîäîá-

íûõ çàäà÷ îïðåäåëÿåòñÿ ïðèëîæåíèÿìè ê óïðàâëåíèþ ñëîæíûìè ôèçè÷åñêèìè

è òåõíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, â òîì ÷èñëå ìîëåêóëÿðíûìè è êâàíòîâîìåõàíè÷å-

ñêèìè ñèñòåìàìè, â íàíîòåõíîëîãèÿõ è ò.ä. Ïîâûøåíèå òðåáîâàíèé ê êà÷åñòâó

ñèíòåçèðóåìûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ äèêòóåò íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ

óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ ñèñòåìàì îïòèìàëüíîñòü â òîì èëè èíîì ñìûñ-

ëå. Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè ðàçðàáîòàíû

â òðóäàõ Í. Í. Êðàñîâñêîãî, À. Á. Êóðæàíñêîãî, Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà, À. Ñ. Ìàò-

âååâà, Þ. È. Íåéìàðêà, Å. Ñ. Ïÿòíèöêîãî, À. Ë. Ôðàäêîâà, Ô. Ë. ×åðíîóñüêî,

Â. À. ßêóáîâè÷à, à òàêæå â òðóäàõ çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ Ï. Êîêîòîâè÷à, Õ. Õà-

ëèëà, Ì. Êðñòè÷à, À. Èñèäîðè, Õ. Íàéìåéåðà, Âàí äåð Ñêàôòà è äð.

Îäíàêî íåêîòîðûå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè íà ìíîãîîáðàçèÿõ è ïðè

íàëè÷èè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, âñòðå÷àþùèåñÿ ïðè óïðàâëåíèè ìåõàíè÷åñêè-

ìè è êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, îñòàþòñÿ íåðåøåííûìè. Èõ ðåøåíèå

ïðåäñòàâëåíî â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèå ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ

íåëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ñâÿçàííûìè ñ àñèìïòîòè÷åñêîé îï-

òèìèçàöèåé çàäàííîé öåëåâîé ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé âêëþ÷àþò òåîðèþ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, â òîì ÷èñëå ìåòîä

ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ èñ-

ïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà, ïðåäëîæåííûé â 1979 ã. À. Ë. Ôðàä-

êîâûì.

Íàó÷íóþ íîâèçíó ðàáîòû ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1. Ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè öåëåâîé
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ôóíêöèè äëÿ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ.

2. Ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè öåëåâîé

ôóíêöèè íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

3. Ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè êâàäðàòè÷-

íûõ ôîðì îò ñîñòîÿíèé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.

4. Ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè êâàäðàòè÷-

íûõ ôîðì îò ñîñòîÿíèé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè íàëè÷èè ôàçî-

âûõ îãðàíè÷åíèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

ðàñïðîñòðàíÿþò ìåòîä ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà íà ñèñòåìû, çàäàííûå íà ìíî-

ãîîáðàçèÿõ è ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, ðàçðàáîòàííûé ðàíåå äëÿ

çàäà÷ íåëèíåéíîãî è àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì â åâêëèäîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ áåç îãðàíè÷åíèé. Ïîëó÷åíû íîâûå óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ öåëè óïðàâ-

ëåíèÿ â çàìêíóòûõ ñèñòåìàõ äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ êëàññîâ çàäà÷. Òåîðåòè-

÷åñêèå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðèìåíåíû ê ìàòåìàòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ

ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷: ñåëåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ìàÿòíèêîâ, óïðàâëå-

íèÿ ýíåðãèåé äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë (HF , J2), ðàçäåëåíèÿ èçîòîïîâ â ìîëåêó-

ëàõ âîäîðîäà (H2), ëîêàëèçàöèè âîëíîâîãî ïàêåòà ìîëåêóëû HCl.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäà-

ëèñü íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè, 1-é è 2-é ìåæäóíà-

ðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ �Physics and control� (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2003, 2005), 10-

é è 11-é ìåæäóíàðîäíûõ îëèìïèàäàõ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ ïî àâòîìàòè-

÷åñêîìó óïðàâëåíèþ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2004, 2006), VIII è IX ìåæäóíàðîä-

íûõ ñåìèíàðàõ �Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ�

(Ìîñêâà, 2005, 2007), 2-é ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Frontiers of nonlinear

physics� (Íèæíèé Íîâãîðîä, 2004), 3-é Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè �Óïðàâëå-

íèå è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè� (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2005), 16-ì Âñåìèðíîì

êîíãðåññå ïî àâòîìàòè÷åñêîìó óïðàâëåíèþ (Ïðàãà, 2005), 6-ì Âñåðîññèéñêîì

ñèìïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêå (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,

2005), 6-é Êðûìñêîé îñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå (Êðûì, 2005), 5-é ìåæ-
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äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �System identi�cation and control problems� (Ìîñêâà,

2006), 5-é Åâðîïåéñêîé ìîëîäåæíîé øêîëå ïî óïðàâëåíèþ è èíôîðìàöèîí-

íûì òåõíîëîãèÿì (Òàëëèíí, 2006), Åâðîïåéñêîé êîíôåðåíöèè ïî ìîäåëèðîâà-

íèþ (Áîíí, 2006), IX Âñåðîññèéñêîì ñúåçäå ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé

ìåõàíèêå (Íèæíèé Íîâãîðîä, 2006), 5-é Ðîññèéñêî-Øâåäñêîé êîíôåðåíöèè ïî

óïðàâëåíèþ (Ëóíä, 2006).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1�

18]. Ðàáîòû [1�3] ÿâëÿþòñÿ ïóáëèêàöèÿìè â èçäàíèÿõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Â ðàáîòå [1], íàïèñàííîé â ñîàâòîðñòâå ñ Ôðàäêîâûì À. Ë., Ôðàäêîâó À. Ë.

ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è, à Àíàíüåâñêîìó Ì. Ñ. ïðèíàäëåæàò àëãî-

ðèòì óïðàâëåíèÿ, àíàëèòè÷åñêèå óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ, ÷èñ-

ëåííîå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè çàìêíóòîé ñèñòåìû.

Â ðàáîòå [8], íàïèñàííîé â ñîàâòîðñòâå ñ Åôèìîâûì À. À., Åôèìîâó À. À.

ïðèíàäëåæàò àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè êëàñ-

ñè÷åñêîé ñèñòåìû, à Àíàíüåâñêîìó Ì. Ñ. ïðèíàäëåæàò àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ,

àíàëèòè÷åñêèå óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ è ÷èñëåííîå èññëåäîâà-

íèå äèíàìèêè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Â ðàáîòàõ [7, 10, 13, 16], íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå ñ Ôðàäêîâûì À. Ë.

è Åôèìîâûì À. À., Ôðàäêîâó À. Ë. ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è, Åôè-

ìîâó À. À. ïðèíàäëåæàò àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå äè-

íàìèêè êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû, à Àíàíüåâñêîìó Ì. Ñ. ïðèíàäëåæàò àëãîðèòì

óïðàâëåíèÿ è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-

ìû.

Â ðàáîòå [4], íàïèñàííîé â ñîàâòîðñòâå ñ Ôðàäêîâûì À. Ë., Êðèâöî-

âûì À. Ì. è Åôèìîâûì À. À., Ôðàäêîâó À. Ë. ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà-

÷è, Åôèìîâó À. À. è Êðèâöîâó À. Ì. ïðèíàäëåæàò àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ è ÷èñ-

ëåííîå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû, à Àíàíüåâñêîìó Ì. Ñ.

ïðèíàäëåæèò ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-

ìû.

Â ðàáîòå [11], íàïèñàííîé â ñîàâòîðñòâå ñ Âåò÷èíêèíûì À. Ñ., Ñàðêèñî-
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âûì Î. Ì., Óìàíñêèì Ñ. ß., Ôðàäêîâûì À. Ë., Çîòîâûì Þ. À., Àíàíüåâñêî-

ìó Ì. Ñ. ïðèíàäëåæàò àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèíà-

ìèêè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ìîëåêóëû éîäà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìîëåêó-

ëà íå ïåðåõîäèò â âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå, Çîòîâó Þ. À. ïðèíàäëåæàò àëãî-

ðèòì óïðàâëåíèÿ è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé

ìîäåëè ìîëåêóëû éîäà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìîëåêóëà ïåðåõîäèò â âîçáóæäåííîå

ñîñòîÿíèå, îñòàëüíûì ñîàâòîðàì ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Â ðàáîòå [17], íàïèñàííîé â ñîàâòîðñòâå ñ Åôèìîâûì À. À., Áîðîíäî Ô.,

Áåíèòî Ð. Ì., Ôðàäêîâûì À. Ë., ßêóáîâè÷åì Ä. Â., Åôèìîâó À. À. ïðèíàäëå-

æàò àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè êëàññè÷åñêîé

ñèñòåìû, Àíàíüåâñêîìó Ì. Ñ. ïðèíàäëåæèò ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè

êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, îñòàëüíûì ñîàâòîðàì ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâ-

êà çàäà÷è.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ îáúåìîì 90 ñòðàíèö ñîñòîèò

èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû (191 íàèìåíîâàíèå).

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû, ñòàâÿòñÿ çàäà÷è èññëå-

äîâàíèÿ è ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû ïî ãëàâàì.

Â ïåðâîé ãëàâå äàåòñÿ îáçîð ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè ñèñòåìà-

ìè, à òàêæå äàåòñÿ àíàëèç èõ ïðèëîæåíèé â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ôèçè÷åñêèìè

ñèñòåìàìè. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ êâàíòîâîìåõàíè-

÷åñêèìè ñèñòåìàìè, â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðèîáðåòàþùèìè çíà÷èòåëüíóþ àêòó-

àëüíîñòü â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ëàçåðíîé òåõíèêè è íàíîòåõíîëîãèé.

Âî âòîðîé ãëàâå èçëîæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû. Ïðèâîäÿòñÿ

âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, íåîáõîäèìûå äëÿ èçëîæåíèÿ, è äàåòñÿ ìàòåìà-

òè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äèññåðòàöèè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ

dx

dt
= F (x, u), x ∈ Ω, u ∈ Eu, (1)
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ãäå x � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, Ω � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå â åâêëèäîâîì èëè óíè-

òàðíîì ïðîñòðàíñòâå, u � âåêòîð óïðàâëåíèÿ (íàñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ),

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Eu ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì èëè óíèòàðíûì.

Ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿQ(x). Ïîä çàäà÷åé àñèìïòîòè÷å-

ñêîé îïòèìèçàöèè ôóíêöèèQ(x) ïîíèìàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ çàêîíà óïðàâ-

ëåíèÿ â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè

u = U(x), (2)

îáåñïå÷èâàþùåãî â çàìêíóòîé ñèñòåìå (1), (2) íåîãðàíè÷åííóþ ïðîäîëæèìîñòü

ðåøåíèé è âûïîëíåíèå ñëåäóþùåé öåëè óïðàâëåíèÿ

lim
t→+∞

Q(x(t)) = inf
x∈Ω

Q(x). (3)

Â ðàáîòàõ Ôðàäêîâà À. Ë. (Ôðàäêîâ À. Ë. Ñõåìà ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà è

åå ïðèìåíåíèÿ â çàäà÷àõ àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ. // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõà-

íèêà, N9, 1979, ñ. 90�101; Ôðàäêîâ À. Ë. Àäàïòèâíîå óïðàâëåíèå â ñëîæíûõ

ñèñòåìàõ. Ì.: Íàóêà, 1990) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä ñêî-

ðîñòíîãî ãðàäèåíòà: áûëî ïðåäëîæåíî âûáèðàòü çàêîí óïðàâëåíèÿ (2) â âèäå

u = −Γ∇uLFQ(x) (4)

(êîíå÷íàÿ ôîðìà), èëè â âèäå

du

dt
= −Γ∇uLFQ(x) (5)

(äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà), ãäå Γ = Γ∗ > 0 � ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ óñèëå-

íèÿ (ïàðàìåòð àëãîðèòìà), LFQ(x) = dQ
dx F (x, u) � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Q(x)

âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ F , ∇u � ãðàäèåíò ïî u1.

Ðàçäåëû 2.1 è 2.2 íîñÿò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Â ðàçäåëå 2.1 ïðèâî-

äÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû: òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, ïðîäîëæèìîñòè

è óñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó äëÿ çàìêíóòûõ ñèñòåì âèäà (1), (2). Â ðàçäåëå

2.2 ïðèâåäåíû äâå òåîðåìû Ôðàäêîâà À. Ë. î ìåòîäå ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà.

1Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà (1) èìååò âèä dx
dt

= u àëãîðèòì (4) ïðåâðàùàåòñÿ â

êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà.
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Â ðàçäåëå 2.3 ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå ìåòîäà ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà äëÿ çà-

äà÷è àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ íåëèíåéíûõ äèíà-

ìè÷åñêèõ ñèñòåì, çàäàííûõ íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Äëÿ ñèíòåçèðîâàííîé

ñèñòåìû ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè çàäà÷è Êîøè íà ïîëó-

áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå è óñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ öåëåâûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

Q1. ôóíêöèÿ Q(x) èìååò ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ, à ôóíêöèÿ dQ
dx F (x, u) ÿâëÿåòñÿ

äèôôåðåíöèðóåìîé ïî u;

Q2. ôóíêöèÿ Q(x) íåîòðèöàòåëüíà;

Q3. äëÿ ëþáîãî y > 0 ìíîæåñòâî Q−1([0, y]) êîìïàêòíî.

Äëÿ àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå (5) äîêàçàíû ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ

1. Ω åñòü ìíîãîîáðàçèå êëàññà Cm è m > 2;

2. âåêòîðíîå ïîëå F ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ñîâîêóï-

íîñòè ïåðåìåííûõ (x, u);

3. âåêòîðíîå ïîëå ∇u
dQ
dx F (x, u) ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî

ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (x, u);

4. ôóíêöèÿ V (x, u) = Q(x)+ 1
2u

T Γ−1u îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå-

ìû (1), (5) îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåâîçâðàòíîñòè: d
dtV (x(t)) 6 0.

Åñëè x0 ∈ Ω, u0 ∈ Eu, t0 ∈ R îïðåäåëÿþò íà÷àëüíîå óñëîâèå, òî íàéäåòñÿ îò-

êðûòûé èíòåðâàë ïðÿìîé R : (t0 − α,+∞), α > 0, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò, è

ïðèòîì åäèíñòâåííîå, ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-

þùåå ýòîìó óñëîâèþ, êîòîðîå íåëüçÿ ïðîäîëæèòü äî òî÷êè t0−α. Â èíòåð-

âàëå, ñîäåðæàùåì t0, íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ, ïðèíè-

ìàþùåãî çàäàííîå çíà÷åíèå â t0. Åñëè F (x, u) è ∇u
dQ
dx F (x, u) ïðèíàäëåæàò

êëàññó Cp (p > m), òî ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò êëàññó Cp+1.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1, òî âñå ðåøåíèÿ ñè-

ñòåìû (1), (5) óñòîé÷èâû ïî Ëàãðàíæó.

Äëÿ àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ â êîíå÷íîé ôîðìå (4) ñôîðìóëèðîâàíû è äî-
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êàçàíû àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ öåëè

óïðàâëåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû â ðàçäåëå 2.4 äëÿ áîëåå îáùåé çà-

äà÷è. Â ðàçäåëå 2.4 ïðåäëîæåí ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè öåëåâîé

ôóíêöèè äëÿ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ,

ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé âèäà

B(x(t)) > 0, t > t0, x(t0) ∈ Ω0. (6)

Çäåñü Ω0 � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé; (t0, x0) � íà÷àëüíîå

óñëîâèå; ôóíêöèÿ B(x), çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå Ωx ⊆ Ω, îáëàäàåò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

B1. ôóíêöèÿ B(x) èìååò ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ, à ôóíêöèÿ dB
dx F (x, u) ÿâëÿåòñÿ

äèôôåðåíöèðóåìîé ïî u;

B2. ôóíêöèÿ B(x) íåîòðèöàòåëüíà è ñòðîãî áîëüøå íóëÿ íà ìíîæåñòâå âîç-

ìîæíûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ïðîöåññà (B(x) > 0, x ∈ Ω0).

Ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì øòðàôíûõ ôóíêöèé (Ïîëÿê Á. Ò. Ââåäåíèå â îï-

òèìèçàöèþ. Ì.: Íàóêà, 1983.) è ìåòîäîì âíóòðåííåé òî÷êè (Ôèàêêî À., Ìàê-

Êîðìèê Ã. Íåëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíîé áåç-

óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè.Ì.: Ìèð, 1972.) ïðåäëàãàåòñÿ ïåðåéòè îò çàäà÷è óñëîâ-

íîé ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè Q(x) ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè

ñëåäóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè

V (x) = Q(x) + α
1

B(x)
, (7)

ãäå α > 0 � ïàðàìåòð, â äàëüíåéøåì íàçûâàåìûé ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà (ïî

àíàëîãèè ñ ìåòîäîì øòðàôíûõ ôóíêöèé). Óäîáíî ââåñòè îáîçíà÷åíèå

w(x, u) =
d

dt
V (x) =

dQ

dx
F (x, u)− α

B(x)2
dB

dx
F (x, u). (8)

Ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è óïðàâëå-

íèÿ (3) ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè (6). Â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå àëãîðèòì

ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà èìååò âèä

du

dt
= −Γ∇uw(x, u), u0 ∈ Eu, (9)



10

ãäå Γ = ΓT > 0 � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà (êî-

ýôôèöèåíò óñèëåíèÿ), à u0 � íåêîòîðîå íà÷àëüíîå (îïîðíîå) çíà÷åíèå óïðàâ-

ëåíèÿ. Â êîíå÷íîé ôîðìå àëãîðèòì ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà çàäàåò ôóíêöèþ

óïðàâëåíèÿ êàê ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

u(t) = −γψ(x(t), u(t)), (10)

ãäå γ > 0 � êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ, à ôóíêöèÿ ψ(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ïñåâäîãðàäèåíòíîñòè: ψ(x, u)T∇uw(x, u) > 0.

Äëÿ àëãîðèòìà ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà â êîíå÷íîé ôîðìå (10) óñòàíîâëåí

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î âûïîëíåíèè îñëàáëåííîé öåëè óïðàâëåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ

1. Ωx åñòü ìíîãîîáðàçèå êëàññà Cm è m > 2;

2. âåêòîðíîå ïîëå F ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ñîâîêóï-

íîñòè ïåðåìåííûõ (x, u);

3. äëÿ ëþáûõ γ > 0, x ∈ Ωx ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u = k(x) óðàâíåíèÿ

u = −γψ(x, u), ïðè÷åì ôóíêöèÿ k(x) ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-

øèöà;

4. ôóíêöèÿ w(x, u) âûïóêëà ïî u, ò.å. w(x, u′) − w(x, u) > (u′ − u)T∇uw(x, u)

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ u, u′ ∈ Eu, x ∈ Ωx;

5. ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u∗(·) : Ωx → Eu è ñòðîãî âîçðàñòà-

þùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ρ(x) òàêàÿ, ÷òî ρ(0) = 0, è íåðàâåíñòâî

w(x, u∗(x)) 6 −ρ(x) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ Ωx;

6. íåðàâåíñòâî ψ(x, u)T∇uw(x, u) > β||∇uw(x, u)|| âûïîëíåíî ïðè íåêîòîðîì

β > 0 äëÿ ëþáûõ x ∈ Ωx, u ∈ Eu, t > t0.

Òîãäà, åñëè x0 ∈ Ω0, t0 ∈ R îïðåäåëÿþò íà÷àëüíîå óñëîâèå, òî íàéäåòñÿ òàêîå

γ, ÷òî ïðè γ > γ, ðåøåíèå ñèñòåìû (1), (10), ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó óñëî-

âèþ, ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëàãðàíæó, âäîëü íåãî ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ (6)

âûïîëíåíû è îíî àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê ìàêñèìàëüíîìó èíâàðèàíòó

ìíîæåñòâà ρ−1(0).

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è íà ìíîæåñòâå



11

ρ−1(0) öåëåâàÿ ôóíêöèÿ Q(x) äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ,

òî àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ (10) îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå öåëè

óïðàâëåíèÿ (3) è ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé (6).

Äëÿ àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå (9) ñôîðìóëèðî-

âàíû è äîêàçàíû àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ.

Â ðàçäåëàõ 2.5, 2.6 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè

êâàäðàòè÷íûõ ôîðì îò ñîñòîÿíèé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàå-

ìûõ êîíå÷íîìåðíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, äèíàìèêà êîòî-

ðûõ îïèñûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè óðàâíåíèÿìè Øðåäèíãåðà ñ óïðàâëåíèåì:

i~φ̇n = Hnφn + uSnφn, φn ∈ Cν , ||φn|| = 1, n = 1, . . . , N. (11)

ãäå i =
√
−1; ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà2; N � ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì;

u � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ; óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå îäè-

íàêîâî äëÿ âñåõ ñèñòåì. Äëÿ n-é ñèñòåìû, n = 1, . . . , N : Hn � ñàìîñîïðÿæåí-

íûé îïåðàòîð ïîëíîé ýíåðãèè íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû; Sn � ñàìîñîïðÿæåí-

íûé îïåðàòîð; φn � ôàçîâûé âåêòîð ñèñòåìû.

Ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äëÿ èçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Íàéòè ôóíêöèþ u(t), îáåñïå÷èâàþùóþ âûïîëíåíèå óñëîâèé:

lim
t→+∞

φ∗n(t)Znφn(t) = gn, 1 6 n 6 µ, (12)

∀ t > 0 : mn < φ∗n(t)Znφn(t) < Mn, µ+ 1 6 n 6 N. (13)

Çäåñü äëÿ n = 1, . . . , N : Zn � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð (íàáëþäàåìàÿ); gn �

æåëàåìîå ñðåäíåå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé Zn; mn, Mn � äîïóñòèìûå ãðàíèöû

äèíàìèêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ Zn.

Ñèíòåç àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ìåòîäó ñêîðîñòíîãî ãðà-

äèåíòà äëÿ çàäà÷ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè (10)

u(φ1, . . . , φN ) = −γ(φ1, . . . , φN )
i~

µ∑
n=1

anpn∆(gn)pn−1φ∗n[Zn, Sn]φn+

2~ = 5309 ñì−1·ôñ, 1 ôñ = 10−15 c.
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+
γ(φ1, . . . , φN )

i~

N∑
n=µ+1

an

(
pn

∆(mn)pn+1∆(Mn)p′
n
+

+
p′n

∆(mn)pn∆(Mn)p′
n+1

)
φ∗n[Zn, Sn]φn, (14)

ãäå ∆(x) = φ∗nZnφn − x, à [Zn, Sn] = ZnSn − SnZn îáîçíà÷àåò êîììóòàòîð

îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü λk
n, h

k
n, k = 1, . . . , ν, � ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðà îïåðàòîðà Hn, n = 1, . . . , N ; ÷åðåç zk
n, k = 1, . . . , ν, îáîçíà÷èì

ñîáñòâåííûå ÷èñëà Zn, n = 1, . . . , N .

Óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ âûïîëíåíèÿ

öåëè óïðàâëåíèÿ (12) è îãðàíè÷åíèé (13) àëãîðèòìîì (14).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ

1. [Zn,Hn] = 0, äëÿ âñåõ n = 1, . . . , N ;

2. λk
n − λj

n 6= λr
m − λs

m, ïðè (n, k, j) 6= (m, r, s), k, j, r, s ∈ {1, . . . , ν}, n,m ∈

{1, . . . , N};

3. (zk
n − zm

n )(hk
n)∗Snh

m
n 6= 0, ïðè n ∈ {1, . . . , µ}, k,m ∈ {1, . . . , ν};

4. îãðàíè÷åíèÿ (13) ïðè t = 0 âûïîëíåíû;

5. ìíîæåñòâî V −1([0, V (φ1(0), . . . , φN (0))]) íå ñîäåðæèò ÷èñòûõ3 ñîñòîÿíèé

ñèñòåì 1, . . . , µ.

Òîãäà àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ (14) îáåñïå÷èâàåò äîñòèæåíèå öåëè óïðàâëå-

íèÿ (12) è âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé (13).

Â ðàçäåëå 2.3 ñôîðìóëèðîâàí àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ çàäà÷è óïðàâëå-

íèÿ êîíå÷íîìåðíîé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìîé áåç ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ òåîðåòè-

÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ôèçè-

÷åñêèìè ñèñòåìàìè.

3Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé â ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèìè

ñèñòåìàìè òåðìèíîëîãèåé, ñîñòîÿíèå êâàíòîâîé ñèñòåìû áóäåì íàçûâàòü �÷èñòûì�, åñëè

ôàçîâûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ñîñòîÿíèþ, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðà

ýíåðãèè (ò.å. ñîñòîÿíèÿ eithk
n, t ∈ R, � �÷èñòûå� äëÿ n-îé ñèñòåìû). Â êëàññè÷åñêèõ òðóäàõ

ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå òàêèå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè.
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Ðèñ. 1: à) ãðàôèê ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ u(t); á) ãðàôèê ýâîëþöèè ñðåäíèõ çíà-

÷åíèé ýíåðãèé èçîòîïîâ 1H1H è 1H2H. Ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ìîëåêóëû 1H1H ñòðå-

ìèòñÿ ê ñâîåìó öåëåâîìó çíà÷åíèþ, â òî âðåìÿ êàê ýíåðãèÿ ìîëåêóëû 1H2H

íå ïåðåñåêàåò óñòàíîâëåííóþ ãðàíèöó.

Â ðàçäåëå 3.1 ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñåëåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ôè-

çè÷åñêèõ ìàÿòíèêîâ. Â ðàçäåëå 3.2 ïðèâåäåíû âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû î

êîíå÷íîóðîâíåâîé àïïðîêñèìàöèè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè äâóõàòîìíîé

ìîëåêóëû. Â ðàçäåëå 3.3 ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïðåäèññîöèàöèè ìîëåêóë ôòî-

ðîâîäîðîäà (HF ), éîäà (J2). Â ðàçäåëå 3.4 ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñåëåêòèâíîé

ïðåäèññîöèàöèè ìîëåêóë âîäîðîäà (H2) ñ ðàçíûìè èçîòîïàìè. Â ðàçäåëå 3.5

ðàññìîòðåíà çàäà÷à ëîêàëèçàöèè ìîëåêóëû õëîðîâîäîðîäà (HCl).

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî çàäà÷å

ñåëåêòèâíîé ïðåäèññîöèàöèè ìîëåêóë âîäîðîäà (H2) ñ ðàçíûìè èçîòîïàìè.

Ðàñc÷èòàííàÿ ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ èìååò ñìûñë âðåìåííîãî ïðîôèëÿ íàïðÿ-

æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé óïðàâëÿþùåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èì-

ïóëüñà. Âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòàâëÿëî 100 ôñ.

Çàêëþ÷åíèå.

1. Ïðåäëîæåí ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ

íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Äëÿ ñèíòå-

çèðîâàííîé çàìêíóòîé ñèñòåìû ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíî-
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ñòè çàäà÷è Êîøè íà ïîëóáåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå, óñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàí-

æó è âûïîëíåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ.

2. Ïðåäëîæåí ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ

íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ c ôàçîâûìè îãðàíè-

÷åíèÿìè. Äëÿ ñèíòåçèðîâàííîé çàìêíóòîé ñèñòåìû ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè çàäà÷è Êîøè íà ïîëóáåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå, óñòîé-

÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó è âûïîëíåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ.

3. Ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè êâàäðàòè÷-

íûõ ôîðì îò ñîñòîÿíèé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Äëÿ ñèíòåçèðîâàí-

íîé çàìêíóòîé ñèñòåìû ïîëó÷åíû óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ.

4. Ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè êâàäðàòè÷-

íûõ ôîðì îò ñîñòîÿíèé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè íàëè÷èè ôà-

çîâûõ îãðàíè÷åíèé. Äëÿ ñèíòåçèðîâàííîé çàìêíóòîé ñèñòåìû ïîëó÷åíû

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ.

5. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ â ñëåäóþ-

ùèõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ôèçè÷åñêèìè ñèñòåìàìè: ñåëåêòèâíîå óïðàâëåíèå

ñèñòåìîé ôèçè÷åñêèõ ìàÿòíèêîâ, óïðàâëåíèå ýíåðãèåé äâóõàòîìíûõ ìîëå-

êóë (HF , J2), ëîêàëèçàöèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà äâóõàòîìíîé ìîëåêóëû (HCl),

ðàçäåëåíèå èçîòîïîâ â ìîëåêóëàõ âîäîðîäà H2. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ïðè-

ìåíèìîñòü ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.
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