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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Àêòóàëüíîñòü òåìû îïðåäåëÿåòñÿ ïîòðåáíî-
ñòÿìè èíäóñòðèè ïðîãðàììíîãî è àïïàðàòíîãî îáåñïå÷åíèÿ, îñîáåí-
íî äëÿ ìîáèëüíûõ óñòðîéñòâ, âñòðîåííûõ ñèñòåì, ðàçëè÷íûõ ñåòåâûõ
óñòðîéñòâ, íàïðèìåð, ìàðøðóòèçàòîðîâ, è ò. ï. Òàêèå óñòðîéñòâà èìå-
þò æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ðåñóðñû ïàìÿòè. Ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíûõ
ñèñòåì äëÿ íèõ òðåáóåò îñîáîãî âíèìàíèÿ ê àëãîðèòìàì óïðàâëåíèÿ
ïàìÿòüþ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçâèòà òåîðèÿ ñòðà-
íè÷íîé âèðòóàëüíîé ïàìÿòè. Ðàçëè÷íûå ìîäåëè è àëãîðèòìû îïòèìàëü-
íîãî çàìåùåíèÿ ñòðàíèö èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ Àõî À., Äåííèíãà Ð,
Óëüìàíà Äæ., Ìèõíîâñêîãî Ñ.Ä., Øîðà Í.Ç., Àâåíà Î.È., Êîãàíà ß.À.,
Ñòîÿíà Þ.À., Êóòåïîâà Â.Ï., Ïüÿíêîâà Â.Ï. è ìíîãèõ äðóãèõ.

Îäíàêî ïî íàøåìó ìíåíèþ, ðàçðàáîòàííûå ñïåöèàëüíî ïîä êîíêðåò-
íóþ ñòðóêòóðó äàííûõ àëãîðèòìû áóäóò ðàáîòàòü ëó÷øå, ÷åì óíè-
âåðñàëüíûå àëãîðèòìû çàìåùåíèÿ ñòðàíè÷íîé âèðòóàëüíîé èëè êýø-
ïàìÿòè.

Ýòîò âûâîä ïîäòâåðäèëà è ïðàêòèêà ðàçðàáîòêè, íàïðèìåð, ñòåêîâûõ
êîìïüþòåðîâ è RISC ïðîöåññîðîâ, ãäå äëÿ óïðàâëåíèÿ ñòåêàìè â äâóõ-
óðîâíåâîé ïàìÿòè (ðåãèñòðû � îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü) èñïîëüçîâàëèñü
ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû, à íå óíèâåðñàëüíûå àëãîðèòìû êýø-ïàìÿòè.
Åùå îäèí ïðèìåð - àëãîðèòìû ðàáîòû ñ î÷åðåäÿìè, íåîáõîäèìûå ïðè
ðàçðàáîòêå âñòðîåííûõ îïåðàöèîííûõ ñèñòåì, óïðàâëÿþùèõ ïîòîêàìè
ïàêåòîâ â ñåòåâûõ ìàðøðóòèçàòîðàõ, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê Cisco IOS,
ãäå òðåáîâàíèÿ íà âðåìÿ îáðàáîòêè ïàêåòîâ ìàðøðóòèçàòîðîì î÷åíü
æåñòêèå. Ìåõàíèçì ñòðàíè÷íîé âèðòóàëüíîé ïàìÿòè çäåñü íå èñïîëü-
çóåòñÿ è âñÿ ðàáîòà ïðîèñõîäèò â íåñêîëüêèõ ïóëàõ îïåðàòèâíîé ïàìÿ-
òè.

Êðîìå òîãî íà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ñèñòåìû
ñ íåñòðàíè÷íîé îðãàíèçàöèåé ïàìÿòè. Òåîðèÿ íåñòðàíè÷íîé îðãàíèçà-
öèè ïàìÿòè ðàçâèòà íåäîñòàòî÷íî. Âûâîäû áîëüøèíñòâà ðàáîò [Êíóò
Ä., Ãðèññ Ä., Òàííåíáàóì Ý., Öèêðèòçèñ Ä., Áåðíñòàéí Ô., Bays C.A.,
Fenton I.S, Paim P.W., Campbell I.A., Shore J. è äð.] îñíîâàíû íà èìè-
òàöèîííîì ìîäåëèðîâàíèè è ÷àñòî ïðîòèâîðå÷èâû.

Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðàçðàáîòêè ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àïïàðàòà äëÿ àíàëèçà ìåòîäîâ ïðåäñòàâëåíèÿ â ïàìÿòè äèíàìè-
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÷åñêèõ ñòðóêòóð äàííûõ.
Öåëü èññëåäîâàíèÿ. Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è àíà-

ëèç íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåêîòîðûõ áàçîâûõ ñòðóêòóð äàí-
íûõ, è ðàçðàáîòêà íà îñíîâå ýòèõ ìîäåëåé àëãîðèòìîâ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ýòèìè ñòðóêòóðàìè äàííûõ.
Îáúåêòû èññëåäîâàíèÿ. Èññëåäóþòñÿ áàçîâûå ëèíåéíûå ñòðóêòó-

ðû � ñòåêè, î÷åðåäè, äèíàìè÷åñêèå òàáëèöû, à òàêæå ñïèñîê ñâîáîäíûõ
áëîêîâ ïåðåìåííîé äëèíû. Â äàííîé ðàáîòå â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñòåêàìè â äâóõóðîâíåâîé ïàìÿòè ìû
áóäåì èìåòü â âèäó ÷èñòûå ñòåêè, â êîòîðûõ ðàçðåøåí äîñòóï òîëüêî
ê ïîñëåäíåìó âêëþ÷åííîìó â ñòåê ýëåìåíòó, à â çàäà÷àõ îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ ñòåêàìè â îäíîóðîâíåâîé ïàìÿòè äîñòóï âíóòðü ñòåêà
ðàçðåøåí. Ýòî çàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî è ïî îòíîøåíèþ ê ïîñëåäîâà-
òåëüíûì î÷åðåäÿì.

Â ñëó÷àå ñâÿçàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñòåêîâ è î÷åðåäåé â ïàìÿòè îä-
íîãî óðîâíÿ ìû áóäåì èìåòü ââèäó ÷èñòûå ñòåêè è î÷åðåäè.
Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû, âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè äèñ-

ñåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçðàáîò÷èêàìè ïðîãðàììíûõ è àï-
ïàðàòíûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ èññëåäóåìûå ñòðóêòóðû äàí-
íûõ.

Ñòåêè íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷àõ ñèíòàêñè÷åñêîãî
àíàëèçà è òðàíñëÿöèè, ïðè îðãàíèçàöèè îáðàùåíèé ê ïîäïðîãðàììàì.
Ìíîãîñòåêîâàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îðãàíèçàöèè
ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ è ìóëüòèïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñòåêè òàêæå èñ-
ïîëüçóþòñÿ ïðè ðàçðàáîòêå ñèñòåì ðåàëüíîãî âðåìåíè, àëãîðèòìîâ êîì-
áèíàòîðíîãî àíàëèçà, äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, è âîîáùå âåçäå, ãäå
ïðîöåññû èìåþò ðåêóðñèâíûé õàðàêòåð.

Àíàëèç ñèòóàöèè ïåðåïîëíåíèÿ ñòåêà òàêæå ìîæåò áûòü ïîëåçåí â
ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè êîìïüþòåðíûõ ñåòåé,
òàê êàê ïî íåêîòîðûì äàííûì, ïðîáëåìà ïåðåïîëíåíèÿ ñòåêà (îáû÷íî,
êîãäà áóôåð ïåðåìåííîé äëèíû çàòèðàåò àäðåñ âîçâðàòà, íàõîäÿùèéñÿ
â âåðøèíå ñòåêà) îêàçûâàåòñÿ èñòî÷íèêîì îøèáîê, íàïðèìåð, â ïðî-
ãðàììàõ ïîä Unix è Windows ïðèìåðíî â 2/3 ñëó÷àåâ.

Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñòåêàìè âîçíèêàþò ïðè ðàçðàáîòêå RISC-ïðîöåñ-
ñîðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðàáîòû ñî ñêàëÿðíûìè àðãóìåíòàìè è ëîêàëü-
íûìè ïåðåìåííûìè ïðîöåäóð îðãàíèçóþòñÿ ïåðåêðûâàþùèåñÿ îêíà ðå-
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ãèñòðîâ, êîòîðûå ñâÿçàíû â êîëüöî. Ïî ñóùåñòâó, â ýòîì ñëó÷àå ìû
èìååì îäèí îáû÷íûé ñòåê ñ ýëåìåíòàìè òèïà �îêíî� â ãëàâíîé ïàìÿ-
òè, íåñêîëüêî âåðõíèõ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî îáðàçóþò öèêëè÷åñêèé ñòåê
íà ðåãèñòðàõ. Åñëè âåðøèíà ðåãèñòðîâîãî ñòåêà ñîâïàëà ñ óêàçàòåëåì
íà÷àëà ñ òîé èëè äðóãîé ñòîðîíû, ò. å. ïðîèçîøëî ïåðåïîëíåíèå (èëè
îïóñòîøåíèå) âåðøèíû ñòåêà, òî íåîáõîäèìî êàêîå-òî ÷èñëî îêîí ïå-
ðåïèñàòü â ãëàâíóþ ïàìÿòü èç ðåãèñòðîâ èëè íàîáîðîò.

Î÷åðåäè èñïîëüçóþòñÿ â àëãîðèòìàõ ìàøèííîé ãðàôèêè, ïîèñêà íà
ãðàôàõ, â êà÷åñòâå áóôåðà ââîäà/âûâîäà, â îïåðàöèîííûõ ñèñòåìàõ,
êîìïüþòåðíûõ ñåòÿõ è äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ.

Àëãîðèòìû ðàáîòû ñî ñïèñêîì ñâîáîäíûõ áëîêîâ ïåðåìåííîé äëè-
íû èñïîëüçóþòñÿ â òðàíñëÿòîðàõ, îïåðàöèîííûõ ñèñòåìàõ, â ñèñòåìàõ
ìîäåëèðîâàíèÿ.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ èñïîëü-

çóåòñÿ àïïàðàò óïðàâëÿåìûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, öåïåé Ìàðêîâà,
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé è êîìáèíà-
òîðèêè, èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ ðàç-
ðàáîòàííûìè ïðîãðàììàìè.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ïðåäëîæåííûå ìîäåëè è àëãîðèòìû ÿâëÿþò-

ñÿ íîâûìè.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Íà çàùèòó âû-

íîñÿòñÿ:

1. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è àëãîðèòìû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
îäíèì ñòåêîì â ïàìÿòè, ñîñòîÿùåé èç äâóõ óðîâíåé.

2. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå äâóõ ñòåêîâ,
ðàñòóùèõ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, â ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîé è ïà-
ðàëëåëüíîé îðãàíèçàöèè îïåðàöèé ðàáîòû ñî ñòåêàìè. Àëãîðèòìû
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äâóìÿ ñòåêàìè, ðàñòóùèìè íàâñòðå÷ó
äðóã äðóãó, â äâóõóðîâíåâîé ïàìÿòè.

3. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è àëãîðèòìû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñòåêàìè â ïàìÿòè îäíîãî óðîâíÿ, â ñëó-
÷àå, åñëè äâà ñòåêà ðàñòóò íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, à òðåòèé ðàñïî-
ëîæåí îòäåëüíî, â ñëó÷àå, åñëè äâà ñòåêà ðàñòóò íàâñòðå÷ó äðóã



6

äðóãó ñ êîíöîâ ïàìÿòè, à òðåòèé ñòåê ðàñòåò íàâñòðå÷ó èì îáî-
èì îäíîâðåìåííî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé ñðåäíåé òî÷êè, à òàêæå â
ñëó÷àå ñâÿçàííîãî è ñòðàíè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òðåõ ñòåêîâ.

4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
òðåìÿ ñòåêàìè â äâóõóðîâíåâîé ïàìÿòè, â ñëó÷àå, åñëè äâà ñòåêà
ðàñòóò íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, à òðåòèé ðàñïîëîæåí îòäåëüíî.

5. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îä-
íîé FIFO-î÷åðåäüþ â äâóõóðîâíåâîé ïàìÿòè.

6. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è àëãîðèòìû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè öèêëè÷åñêèìè FIFO-î÷åðåäÿìè â ïà-
ìÿòè îäíîãî óðîâíÿ, êîãäà â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè
âûáðàíî ñðåäíåå âðåìÿ äî ïåðåïîëíåíèÿ ïàìÿòè, à òàêæå åñëè öå-
ëüþ îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ äîëè ïîòåðÿíííûõ ýëå-
ìåíòîâ(ïàêåòîâ) íà áåñêîíå÷íîì âðåìåíè.

7. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ àíàëèçà ñâÿçàííî-
ãî è ñòðàíè÷íîãî ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ äâóìÿ FIFO-î÷åðåäÿìè â
ïàìÿòè îäíîãî óðîâíÿ.

8. Íîâûé ìåòîä óïðàâëåíèÿ íåñêîëüêèìè ïîñëåäîâàòåëüíûìè FIFO-
î÷åðåäÿìè, êîãäà î÷åðåäè äâèãàþòñÿ ïî êðóãó äðóã çà äðóãîì.
Àíàëèç äàííîãî ìåòîäà ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîé èìèòàöèîííîé
ïðîãðàììû.

9. Îöåíêà ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà ïàìÿòè, íåîáõîäèìîãî äëÿ äèíà-
ìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñåãìåíòîâ ðàçíûõ äëèí.

10. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è àëãîðèòìû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ îöåí-
êè ýôôåêòèâíîñòè ñòðàòåãèé îáñëóæèâàíèÿ ñïèñêà ñâîáîäíûõ
áëîêîâ ïðîèçâîëüíîé äëèíû.

Ñâÿçü ðàáîòû ñ íàó÷íûìè ïðîãðàììàìè, òåìàìè. ×àñòü ðåçóëü-
òàòîâ äèññåðòàöèè áûëà ïîëó÷åíà â ðàìêàõ èññëåäîâàíèé, âûïîëíÿâ-
øèõñÿ â õîäå ðàáîòû íàä ãîñáþäæåòíûìè òåìàìè Èíñòèòóòà ïðèêëàä-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé Êàðåëüñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà ÐÀÍ.
Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû âîøëè â Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû



7

â îáëàñòè åñòåñòâåííûõ, òåõíè÷åñêèõ, ãóìàíèòàðíûõ è îáùåñòâåííûõ
íàóê ÐÀÍ çà 2004 ãîä.

Ðàáîòà íàä äàííîé òåìîé áûëà ïîääåðæàíà èíèöèàòèâíûìè ãðàíòà-
ìè ÐÔÔÈ(�95-01-00800,�01-01-00113, �06-01-00303), ãðàíòîì ÐÔ-
ÔÈ íà èçäàíèå ìîíîãðàôèè "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è àëãîðèòìû îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè äàííûõ" (�01-01-
14013).
Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äî-

êëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû "Àâòîìàòèçàöèè ñëîæíûõ ñè-
ñòåì" è íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ôàêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè-
ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ Ëåíèíãðàäñêîãî óíèâåðñèòåòà (Ëåíèíãðàä, 1974),
íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ
Ïåòðîçàâîäñêîãî óíèâåðñèòåòà, íà ó÷åíîì ñîâåòå Èíñòèòóòà ïðèêëàä-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé Êàðåëüñêîãî Íàó÷íîãî Öåíòðà ÐÀÍ,
íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ïî àâòîìàòèçàöèè ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ôàêóëü-
òåòå ÂÌÊ ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì Ì.Ð. Øóðà-Áóðà, íà Âñåñîþçíîì
ñèìïîçèóìå "Ïðîáëåìû ñèñòåìîòåõíèêè" (Ëåíèíãðàä, 1977 ã.), íà êîí-
ôåðåíöèè "Àâòîìàòèçàöèÿ ïðîèçâîäñòâà è ïðîåêòèðîâàíèÿ ÐÝÀ" (Õàðü-
êîâ, 1979 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ðàçâèòèå è ïðèìåíåíèå
îòêðûòûõ ñèñòåì" (Ïåòðîçàâîäñê, 1995 ã.), íà Ñåìèíàðå "Íåäåëÿ Ôèí-
ñêîé Èíôîðìàòèêè" (Ïåòðîçàâîäñê,1999 ã.), íà III Ìîñêîâñêîé Ìåæäó-
íàðîäíîé Êîíôåðåíöèè ïî Èññëåäîâàíèþ Îïåðàöèé (Ìîñêâà, 2001 ã.).
íà I, II Âñåñîþçíîé è IV,V,VI Ìåæäóíàðîäíîé Ïåòðîçàâîäñêîé íàó÷íîé
êîíôåðåíöèè "Âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå", íà Ïÿ-
òîì Âñåìèðíîì Êîíãðåññå ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ (Äóáíà,
2002 ã.), íà III Âñåðîññèéñêîì ñèìïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûø-
ëåííîé ìàòåìàòèêå (Ñî÷è, 2002 ã.), íà XIII Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-
öèè "Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè" (Êàçàíü, 2002 ã.), íà V
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Äèñêðåòíûå ìîäåëè â òåîðèè óïðàâëÿþ-
ùèõ ñèñòåì" (Ðàòìèíî, 2003 ã.), íà Ïåðâîé Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé
êîíôåðåíöèè "Ìåòîäû è ñðåäñòâà îáðàáîòêè èíôîðìàöèè" (Ìîñêâà,
2003 ã.), íà IV Âñåðîññèéñêîì ñèìïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûø-
ëåííîé ìàòåìàòèêå (Ëåòíÿÿ ñåññèÿ. Ïåòðîçàâîäñê, 2003 ã.), (Îñåííÿÿ
ñåññèÿ. Ñî÷è, 2003 ã.), íà Âîñüìîì ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå "Äèñ-
êðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ" (Ìîñêâà, 2004 ã.), íà Âòîðîé
Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ìåòîäû è ñðåäñòâà îáðàáîòêè
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èíôîðìàöèè" (Ìîñêâà, 2005 ã.), à òàêæå áûëè ïðèíÿòû ê ïóáëèêàöèè
íà 13th International Symposium Fundamental of Computation Theory
(Riga, FCT 2001, August 22-24), íà Second Workshop on Intermediate
Reprezentation Engineering for Virtual Machins and Inaugural Conference
on the Principles and Practice of Progrmming in Java (Dublin, PPPJ
2002/IRE 2002, June 13-14), íà XIV Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
"Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè" (Ïåíçà 29 ìàÿ- 3 èþíÿ 2005
ã.).
Ïóáëèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 19

ñòàòåé, 19 òåçèñîâ äîêëàäîâ íà ìåæäóíàðîäíûõ, âñåðîññèéñêèõ è ðå-
ãèîíàëüíûõ êîíôåðåíöèÿõ, îäíà ìîíîãðàôèÿ, ðàçäåë â êîëëåêòèâíîé
ìîíîãðàôèè, îäíî ó÷åáíîå ïîñîáèå.
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, ïðèëîæåíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì
äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 301 ñòðàíèöó. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò
118 íàèìåíîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè òåìû äèññåðòà-
öèè, ôîðìóëèðîâêà öåëè ðàáîòû, îñíîâíûå íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ, âûíî-
ñèìûå íà çàùèòó, è îïèñàíèå ñòðóêòóðû äèññåðòàöèè.
Ïåðâàÿ ãëàâà íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Â íåé ïðåäñòàâëå-

íû ïîñëåäîâàòåëüíûå è ñâÿçàííûå ìåòîäû ðåàëèçàöèè òàêèõ ñòðóêòóð
äàííûõ, êàê ñòåê, î÷åðåäü, ñïèñîê ñâîáîäíîé ïàìÿòè, áèíàðíîå è ïðî-
èçâîëüíîå äåðåâî, îïèñàí ðÿä àëãîðèòìîâ èç ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòíûõ
îáëàñòåé, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ñòðóêòóðû äàííûõ, è
ïðåäëîæåí ðÿä íîâûõ ñòðóêòóð äàííûõ, íàïðèìåð, ñïèñêè ñ 1,5 ñâÿçÿìè,
à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíûå öèêëè÷åñêèå î÷åðåäè, êîòîðûå äâèãàþòñÿ ïî
êðóãó îäíà çà äðóãîé.

Òàêæå â ýòîé ãëàâå äàí îáçîð èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðåàëèçàöèè ñè-
ñòåì ñ âèðòóàëüíîé ïàìÿòüþ, âêëþ÷àÿ ñòðàíè÷íóþ, ñåãìåíòíóþ è
ñåãìåíòíî-ñòðàíè÷íóþ îðãàíèçàöèè âèðòóàëüíîé ïàìÿòè, è îïèñàíû ìå-
òîäû óïðàâëåíèÿ ðåãèñòðîâîé âåðøèíîé ñòåêà â ñòåêîâûõ êîìïüþòåðàõ
è RISC-ïðîöåññîðàõ.
Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèå ñòå-

êàìè.
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Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
îäíèì ñòåêîì â äâóõóðîâíåâîé ïàìÿòè.

Ïóñòü ìû ðàáîòàåì ñî ñòåêîì, çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿùèì âûäå-
ëåííûé äëÿ íåãî ó÷àñòîê áûñòðîé ïàìÿòè ðàçìåðà m. Â ýòîì ñëó÷àå
â áûñòðîé ïàìÿòè âñåãäà õðàíèòñÿ âåðøèíà ñòåêà, à îñòàëüíàÿ ÷àñòü
íàõîäèòñÿ â ïàìÿòè âòîðîãî óðîâíÿ. Ïðè ïåðåïîëíåíèè è îïóñòîøåíèè
âåðøèíû ñòåêà ìû ïðîèçâîäèì ïåðåðàñïðåäåëåíèå âåðõíèõ ýëåìåíòîâ
ñòåêà òàê, ÷òî â áûñòðîé ïàìÿòè îñòàåòñÿ x0 ýëåìåíòîâ ñòåêà.

Ïîñëå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè íà÷èíàåòñÿ ñëåäóþùèé ýòàï ðàáî-
òû. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ x0.

Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå
áëóæäàíèå íà ñîñòîÿíèÿõ −1, 0, 1,..., x,..., m − 1, m, m + 1, ãäå x �
÷èñëî âåðõíèõ ýëåìåíòîâ ñòåêà â áûñòðîé ïàìÿòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ x â x + 1 (óâåëè÷åíèå äëèíû ñòåêà
íà åäèíèöó â ðåçóëüòàòå âêëþ÷åíèÿ íîâîãî ýëåìåíòà) ðàâíà p, à èç x â
x − 1 (óìåíüøåíèå äëèíû ñòåêà íà åäèíèöó â ðåçóëüòàòå èñêëþ÷åíèÿ
îäíîãî ýëåìåíòà) ðàâíà q = 1 − p. Áëóæäàíèå íà÷èíàåòñÿ â ñîñòîÿíèè
x0, à ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïðîèñõîäèò â ñîñòîÿíèÿõ −1 è m + 1.

Åñëè íå ó÷èòûâàòü ñòîèìîñòü îáìåíîâ, òî íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ìè-
íèìèçàöèÿ ñðåäíåãî ÷èñëà îáðàùåíèé ê ïàìÿòè âòîðîãî óðîâíÿ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, íåîáõîäèìî íàéòè òàêîå x0, êîòîðîå ìàêñèìèçèðóåò ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè ðàáîòû äî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè ïðè
óñëîâèè, ÷òî ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè.

Ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìóëà äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âåðøèíû ñòåêà
â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

x0 =


m

2
, p = q =

1
2
,

log q
p

(
(q/p)m+2 − 1

)
p

(m + 2)q ln(q/p)
, p 6= q.

(3)

Ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ýêcïåðèìåíòîâ ñ ïîñòðîåííîé ìî-
äåëüþ.

Âî âòîðîì ïóíêòå ïàðàãðàôà ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îï-
òèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ x0 ñ ó÷åòîì çàòðàò íà ïåðåðàñïðåäåëåíèå ñòåêà.
Äëÿ p = q = 1/2 ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ x0 äëÿ
íåñêîëüêèõ âàðèàíòîâ ñòåêîâûõ àðõèòåêòóð.
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Â ïàðàãðàôå 2 ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âåðøè-
íîé ñòåêà äëÿ íåìàðêîâñêîé ìîäåëè ïîâåäåíèÿ ñòåêà.

Ïóñòü òåïåðü ïàðàìåòðû p1 è p2 îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòü âîçâðàùå-
íèÿ â òî ñîñòîÿíèå, îòêóäà ìû ïåðåøëè â çàäàííîå, â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, èñêëþ÷åíèå èëè âêëþ÷åíèå ýëåìåíòà ïðîèçîøëî.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî îòñëåæèâàåì ìû èëè íåò, ÷òî ïðîèçîøëî
ïåðåïîëíåíèå èëè îïóñòîøåíèå âåðøèíû ñòåêà, ìû áóäåì èìåòü ðàçíûå
íà÷àëüíûå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðåéäåì îò íåìàðêîâñêîé ìîäåëè ê öåïè Ìàð-
êîâà ïóòåì óäâîåíèÿ ÷èñëà ñîñòîÿíèé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå
ñîñòîÿíèé íå òî÷êè, à ïåðåõîäû èç îäíîé òî÷êè â äðóãóþ. Êàæäîìó ñî-
ñòîÿíèþ i ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïàðó ñîñòîÿíèé (i, i + 1) è (i + 1, i).
Òîãäà ñîñòîÿíèÿ áóäóò íóìåðîâàòüñÿ òàê:

(0, 1) (1, 0) (1, 2) (2, 1) ... (i, i+1) (i+1, 1) ... (m−1,m) (m,m−1). Ïî-
ãëîùàþùèå ñîñòîÿíèÿ áóäóò (0,−1) è (m,m+1). Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ òîëüêî íîìåðîì ýòîãî ñîñòîÿíèÿ 0 6 i 6 m.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû
äî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòðîèòñÿ ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
(ìàòðèöà Q) èç íåâîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèé â íåâîçâðàòíûå äëÿ íîâîé öåïè
Ìàðêîâà ïîðÿäêà 2m + 1 (òàê êàê ó íàñ 2m ïåðåõîäîâ ïëþñ íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå).

Òåîðåìà 1 îïðåäåëÿåò âèä ìàòðèöû Q.
Èç ýêîíîìèè ìåñòà âèä ýòîé è âñåõ ïîñëåäóþùèõ ìàòðèö ìû ïðèâî-

äèòü íå áóäåì.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó

N = (I −Q)−1. ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Âòîðàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè òàêîãî çíà÷åíèÿ x0, ÷òîáû

ñðåäíåå âðåìÿ äîñòóïà ê âåðøèíå ñòåêà áûëî ìèíèìàëüíûì.
Íàì áóäåò íóæíà ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé èç íåâîçâðàò-

íûõ ñîñòîÿíèé â ïîãëîùàþùèå � R ðàçìåðíîñòè - (2m + 1, 2). Âèä
ìàòðèöû óñòàíàâëèâàåò Òåîðåìà 2.

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷ áûëè ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû è ïðîãðàì-
ìû, êîòîðûå ãåíåðèðóåò íóæíûå ìàòðèöû è îïðåäåëÿþò îïòèìàëüíîå
ñîñòîÿíèå.
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Â ïàðàãðàôå 3 ïðèâîäèòñÿ ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå îäíîé çàäà÷è, ïîñòàâ-
ëåííîé Ä. Êíóòîì.

Ïóñòü â ïàìÿòè îáúåìà m ðàñïîëîæåíû äâà ñòåêà, ðàñòóùèå íàâñòðå-
÷ó äðóã äðóãó. Â ýòîì ñëó÷àå ìåñòî èõ âñòðå÷è ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó.

Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî íà êàæäîì øàãå ñ âåðîÿòíîñòüþ p ìîæåò ïðî-
èçîéòè èñêëþ÷åíèå ýëåìåíòà èç îäíîãî èç ñòåêîâ è ñ âåðîÿòíîñòüþ
1− p ìîæåò ïðîèçîéòè âêëþ÷åíèå èíôîðìàöèè â îäèí èç ñòåêîâ. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç M(m, p) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
max(k1, k2), ãäå k1 è k2 � äëèíû ñòåêîâ ïðè âñòðå÷å. Ä. Êíóò ïî-
ñòàâèë çàäà÷ó ðàçðàáîòàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîãî ïðîöåññà è
óñòàíîâèòü âèä ôóíêöèè M(m, p). Â (Ñîêîëîâ 1980, Yao 1981, Flajolet
1986, Maier 1991, Louchard 1990, 1994) áûëà ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü ïðîöåññà â âèäå äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â òðåóãîëü-
íîé îáëàñòè ñ äâóìÿ îòðàæàþùèìè ýêðàíàìè è îäíèì ïîãëîùàþùèì
ýêðàíîì. Â ðÿäå ðàáîò èññëåäîâàëîñü àññèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðàç-
ìåðîâ ñòåêîâ ïðè ïåðåïîëíåíèè è âðåìåíè ðàáîòû äî ïåðåïîëíåíèÿ. Â
íàøåé ðàáîòå ïðåäëîæåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ M(m, p) äëÿ êîíå÷íûõ
çíà÷åíèé m.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1 òåêóùóþ äëèíó ïåðâîãî ñòåêà, à ÷åðåç x2 � âòî-
ðîãî. Òîãäà â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà ìû èìååì ñëó-
÷àéíîå áëóæäàíèå ïî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå â îáëàñòè x1 > 0, x2 > 0,
x1 + x2 < m ñ âåðîÿòíîñòÿìè p/2 ñäâèíóòüñÿ âëåâî è âíèç, (1 − p)/2
� âïðàâî è ââåðõ. Íà ãðàíèöàõ x2 = 0 è x1 = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ p/2, à
â òî÷êå x1 = x2 = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ p ÷àñòèöà îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Äëÿ
òîãî ÷òîáû èññëåäîâàòü M(m, p), íóæíî ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå âåðî-
ÿòíîñòåé ïîãëîùåíèÿ íà ïðÿìîé x1 + x2 = m, åñëè ÷àñòèöà âûõîäèò èç
òî÷êè x1 = x2 = 0.

Ïðîíóìåðóåì ñîñòîÿíèÿ ñíèçó ââåðõ è ñïðàâà íàëåâî, íà÷èíàÿ ñ òî÷-
êè (m, 0). Òåïåðü öåïü èìååò m+1 ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå è m(m+1)/2
íåâîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ ýòîé öåïè ñïðàâåäëèâà Òåîðåìà 3, îïðå-
äåëÿþùàÿ âèä ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé äàííîé öåïè.

Ìàòðèöà B[1..m(m + 1)/2, 1..m + 1], îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé B =
= (I−Q)−1R, äàåò âåðîÿòíîñòè ïîãëîùåíèÿ áëóæäàíèÿ. Îòñþäà ìîæíî
âû÷èñëèòü è èñêîìóþ âåëè÷èíó M(m, p).

Áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ äëÿ âõîäíûõ çíà÷åíèé p è m
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ãåíåðèðóåò ìàòðèöû R è Q è âû÷èñëÿåò èñêîìîå çíà÷åíèå M(m, p).
Â ïàðàãðàôå 4 ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äâóìÿ

ñòåêàìè, ðàñòóùèìè íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó â äâóõóðîâíåâîé ïàìÿòè.
Â ïåðâîì ïóíêòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî ÷èñëà ïå-

ðåðàñïðåäåëåíèé ñòåêîâ.
Ïóñòü â ïàìÿòè îáúåìà m ðàñïîëîæåíû äâà ñòåêà, ðàñòóùèå íà-

âñòðå÷ó äðóã äðóãó è ïðåâîñõîäÿùèå îáúåì áûñòðîé ïàìÿòè. Â ýòîì
ñëó÷àå â áûñòðîé ïàìÿòè õðàíÿòñÿ òîëüêî âåðøèíû îáîèõ ñòåêîâ, à
îñòàëüíûå ÷àñòè � â ïàìÿòè âòîðîãî óðîâíÿ.

Åñëè æå âåðøèíà îäíîãî èç ñòåêîâ ñòàëà ïóñòîé èëè ñòåêè çàïîëíè-
ëè âñþ áûñòðóþ ïàìÿòü, ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèå ñòåêîâ è îáìåí
ñ ïàìÿòüþ âòîðîãî óðîâíÿ, òàê, ÷òî ìû ïðèõîäèì ê íåêîòîðîìó çàäàííî-
ìó ñîñòîÿíèþ ïàìÿòè, ïîñëå ÷åãî íà÷èíàåòñÿ ñëåäóþùèé ýòàï ðàáîòû.

Ïóñòü q1, p1 � âåðîÿòíîñòè èñêëþ÷åíèÿ è âêëþ÷åíèÿ â ïåðâûé ñòåê,
q2, p2 � âåðîÿòíîñòè èñêëþ÷åíèÿ è âêëþ÷åíèÿ âî âòîðîé ñòåê, ãäå
q1 + p1 + q2 + p2 = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1 òåêóùóþ äëèíó ïåðâîãî ñòåêà, à ÷åðåç x2 �
âòîðîãî. Òîãäà â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà èìååì
ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå â îáëàñòè x1 > 0,
x2 > 0, x1 + x2 6 m ñ âåðîÿòíîñòÿìè èç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x1, x2):
q1 � ñäâèíóòüñÿ âëåâî, p1 � âïðàâî, q2 � âíèç, p2 � ââåðõ. Öåëü �
îïðåäåëèòü òàêîå ñîñòîÿíèå S0 = (x(0)

1 , x
(0)
2 ), ïðè êîòîðîì ñðåäíåå âðå-

ìÿ áëóæäàíèÿ äî ïîãëîùåíèÿ íà ïðÿìîé x1 + x2 = m + 1 è íà ïðÿìûõ
x1 = −1 è x2 = −1 áûëî ìàêñèìàëüíûì ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîöåññ
íà÷èíàåòñÿ â ñîñòîÿíèè S0.

Ïðîíóìåðóåì ïîãëîùàþùèå ñîñòîÿíèÿ ïî ãðàíèöå òðåóãîëüíèêà ïðî-
òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè (m+1, 0), à íåâîçâðàòíûå ñîñòî-
ÿíèÿ � ñíèçó ââåðõ è ñïðàâà íàëåâî, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè (m, 0). Â ýòîì
ñëó÷àå öåïü èìååò (m + 1)(m + 2)/2 íåâîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèé è 3m + 4
ïîãëîùàþùèõ ñîñòîÿíèé.

Âèä ìàòðèöû Q óñòàíàâëèâàåò Òåîðåìà 4.
Âî âòîðîì ïóíêòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî âðåìå-

íè äîñòóïà ñ ó÷åòîì ïîòåðü íà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ñòåêîâ, åñëè èçâåñò-
íû çàòðàòû íà âñå ðàçðåøåííûå îïåðàöèè.

Íàøà öåëü òåïåðü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü òàêîå ñîñòîÿíèå
S0 = (x0

1, x
0
2), ïðè êîòîðîì ñðåäíèå çàòðàòû âî âðåìÿ áëóæäàíèÿ è
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ïåðåðàñïðåäåëåíèé ïàìÿòè áûëè áû ìèíèìàëüíûìè ïðè óñëîâèè, ÷òî
ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ â ñîñòîÿíèè S0.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîòðåáóåòñÿ ìàòðèöà Q, âèä êîòîðîé óñòàíîâ-
ëåí â ïðåäûäóùåé çàäà÷å è ìàòðèöà R, âèä êîòîðîé óñòàíàâëèâàåò
Òåîðåìà 5.

Â òðåòüåì ïóíêòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äâó-
ìÿ ïàðàëëåëüíûìè ñòåêàìè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåðøèíû äâóõ ñòåêîâ ðàñòóò íàâñòðå÷ó äðóã
äðóãó â áûñòðîé ïàìÿòè, ê êîòîðîé ðàçðåøåí äîñòóï íåñêîëüêèõ ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðîöåññîðîâ. Ïàðàëëåëüíîå âûïîëíåíèå îïåðàöèé ïîäðàçóìå-
âàåò âîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîé ðàáîòû ñ äâóìÿ ñòåêàìè. Ïðåäïîëà-
ãàþòñÿ çàäàííûìè âåðîÿòíîñòè îïåðàöèé íàä ñòåêàìè.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à: â êàêîå ñîñòîÿíèå, â çàâèñèìîñòè îò çàäàííûõ âå-
ðîÿòíîñòåé âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòîâ â ñòåêè, ñëåäóåò ïåðå-
õîäèòü ïîñëå îáðàùåíèÿ ê ïàìÿòè âòîðîãî óðîâíÿ, ÷òîáû ñðåäíåå âðåìÿ
ðàáîòû äî ñëåäóþùåãî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè áûëî ìàêñèìàëüíî,
ò. å. ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñðåäíåå ÷èñëî îáìåíîâ ìåæäó óðîâíÿìè.

Ãåîìåòðè÷åñêè áëóæäàíèå ïî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå ìîæíî òåïåðü
ïðåäñòàâèòü êàê ñäâèãè âäîëü îñåé êîîðäèíàò è ïî äèàãîíàëÿì. Íà-
øà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü òàêîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿ-
íèå s0 = (x0

1, x
0
2), ÷òîáû ñðåäíåå âðåìÿ áëóæäàíèÿ äî ïîãëîùåíèÿ íà

ïðÿìûõ x1 = −1,x2 = −1 è ëîìàíîé, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
x1 + x2 = m + 1 è x1 + x2 = m + 2, áûëî ìàêñèìàëüíî.

Åñëè ïðîíóìåðîâàòü ñíà÷àëà ïîãëîùàþùèå ñîñòîÿíèÿ èç òî÷êè
(m, 0) (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè), à çàòåì íåâîçâðàòíûå (ñíèçó ââåðõ,
ñïðàâà íàëåâî), òî ïîëó÷èì êîíå÷íóþ îäíîðîäíóþ ïîãëîùàþùóþ öåïü
Ìàðêîâà, êîëè÷åñòâî íåâîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèé â êîòîðîé áóäåò ðàâíî
(m+1)(m+2)

2 .
Äîêàçàíà Òåîðåìà 6, îïðåäåëÿþùàÿ ñòðóêòóðó íåîáõîäèìîé ìàòðè-

öû Q.
Äëÿ ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷ áûëè ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû è ïðîãðàì-

ìû, îïðåäåëÿþùèå îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå (x0
1, x

0
2).

Â ïàðàãðàôå 5 ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ n
ñòåêîâ â ïàìÿòè îäíîãî óðîâíÿ.

Ïóñòü â ïàìÿòè îáúåìà m åäèíèö òðåáóåòñÿ ðàñïîëîæèòü n ñòåêîâ,
âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ ñëåäóþùèå: pi � âåðîÿòíîñòü
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âêëþ÷åíèÿ â i-é ñòåê, qi � âåðîÿòíîñòü èñêëþ÷åíèÿ èç i-ãî ñòåêà. Ïðî-
öåññ íà÷èíàåòñÿ, êîãäà ñòåêè ïóñòûå. Èñêëþ÷åíèå èç ïóñòîãî ñòåêà ñ
âåðîÿòíîñòüþ qi îçíà÷àåò îñòàíîâêó íà ìåñòå.

Äëÿ n > 2 çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñòåêîâ ôîðìóëèðó-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàäî ïðîèçâåñòè âûäåëåíèå êàæäîìó i-ìó
ðàçäåëüíîìó ñòåêó ïî mi åäèíèö ïàìÿòè è, âîçìîæíî, êàêèå-òî ñòå-
êè ðàçáèòü íà ïàðû ñòåêîâ, ðàñòóùèõ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, âûäåëèâ
êàæäîé i-é ïàðå ïî si åäèíèö ïàìÿòè, òàê ÷òî ñóììà si è mi ïî âñåì
ðàçäåëüíûì ñòåêàì è ïî ïàðàì áóäåò ðàâíà m.

Èìååò ìåñòî Òåîðåìà 7. Äëÿ ëþáîãî n > 2 âñòðå÷íîå ðàñïîëîæåíèå
n ñòåêîâ â âèäå ïàð ñòåêîâ, ðàñòóùèõ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, ëó÷øå
ðàçäåëüíîãî, åñëè â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè âûáðàíî ñðåäíåå
âðåìÿ äî ïåðåïîëíåíèÿ ïàìÿòè.

Â ïàðàãðàôå 6 ðàññìîòðåíû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ n
ñòåêîâ â ïàìÿòè îäíîãî óðîâíÿ.

Òåïåðü â ñèëó äîêàçàííîãî ðàíåå ìû ðàññìàòðèâàåì n ñòåêîâ, ðàç-
áèòûõ íà ïàðû ðàñòóùèõ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ñòåêîâ (íå÷åòíûé ñòåê,
åñëè îí åñòü, ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàñòóùèì íàâñòðå÷ó ïóñòîìó ñòåêó). Ñòà-
âèòñÿ çàäà÷à îïðåäåëèòü îïòèìàëüíîå íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå ïàìÿòè, ãäå
îïòèìàëüíîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê ìàêñèìèçàöèÿ ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû
ñî ñòåêàìè äî ïåðåïîëíåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí ñëó÷àé n=3.
Ïóñòü â ïàìÿòè îáúåìà m åäèíèö ðàñïîëîæåíû òðè ñòåêà. Äâóì

ñòåêàì, ðàñòóùèì íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, îòâåäåíî s åäèíèö ïàìÿòè,
à òðåòüåìó ñòåêó m − s åäèíèö. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, x2, x3 òåêóùèå
äëèíû ñòåêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ìîäåëè èìååì òðåõìåðíîå ñëó-
÷àéíîå áëóæäàíèå â òðåóãîëüíîé ïðèçìå ñ òðåìÿ îòðàæàþùèìè ýêðà-
íàìè x1 = −1, x2 = −1, x3 = −1 è äâóìÿ ïîãëîùàþùèìè ýêðàíàìè
x1 + x2 = s + 1, x3 = m− s + 1.

Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè çíà÷åíèÿ s è â îïðåäåëåíèè
ñòåêà, ðàçìåùàåìîãî îòäåëüíî, òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ñðåäíåå
âðåìÿ áëóæäàíèÿ âíóòðè ïðèçìû äî ïîãëîùåíèÿ íà åå ãðàíèöå ïðè
óñëîâèè, ÷òî ïðîöåññ áëóæäàíèÿ íà÷èíàåòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òðåìÿ ñòåêà-
ìè, äîïóñêàþùèìè òîëüêî âêëþ÷åíèÿ (qi = 0). Ââåäåì íîâûå îáîçíà÷å-
íèÿ x = x1 + x2, y = x3, p = p1 + p2, q = p3.
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Â êà÷åñòâå ìîäåëè ìû áóäåì èìåòü ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå âíóòðè
ïðÿìîóãîëüíèêà x > 0, y > 0, x < s + 1, y < m− s + 1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè
ïåðåõîäîâ: èç òî÷êè (x, y) â òî÷êó (x + 1, y) � p; èç òî÷êè (x, y) â
òî÷êó (x, y + 1) � q = 1 − p. Ïðîöåññ âûõîäèò èç íà÷àëà êîîðäèíàò
è ïîãëîùàåòñÿ íà ïðÿìûõ x = s + 1 è y = m − s + 1. Íàøåé çàäà÷åé
ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå òàêîãî çíà÷åíèÿ s è îïðåäåëåíèå òîãî, êàêîå èç pi

ïðèíÿòü çà q (êàêîé ñòåê ðàñïîëîæèòü îòäåëüíî), ÷òîáû ñðåäíåå âðåìÿ
áëóæäàíèÿ äî ïîãëîùåíèÿ áûëî ìàêñèìàëüíûì.

Ïåðâûé âîçìîæíûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â íåïîñðåäñòâåííîì âû÷èñ-
ëåíèè âåðîÿòíîñòåé âðåìåíè ðàáîòû äî ïåðåïîëíåíèÿ ïàìÿòè. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ áëóæäàíèÿ äî ïåðåïîëíåíèÿ áóäåò âû÷èñ-
ëÿòüñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå

E(s, q) = ps+1
m−s∑
k=0

(s+1+k)Ck
s+kqk+qm−s+1

s∑
k=0

(m−s+1+k)Ck
m−s+kpk.

Òåïåðü íàøó çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
íàéòè 0 6 s 6 m, è q = pi, p = 1− q, äîñòàâëÿþùèå ìàêñèìóì ôóíêöèè
E(s, q). Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è îêàçàëîñü çàòðóäíèòåëüíî, òàê
êàê íåò ÿâíîãî âèäà ôóíêöèè E(s, q).

Ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ �
ìåòîä ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (x, y) ñðåäíåå âðå-
ìÿ áëóæäàíèÿ äî ïîãëîùåíèÿ, åñëè íà÷àëüíîé òî÷êîé áëóæäàíèÿ áûëà
òî÷êà (x, y). Òîãäà

T (x, y) = pT (x + 1, y) + qT (x, y + 1) + 1,

òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ñ âåðîÿòíîñòüþ p ìû ïåðåõîäèì â ñîñòîÿíèå
x + 1, y, è òîãäà ñðåäíåå âðåìÿ áóäåò ðàâíî T (x + 1, y), ñ âåðîÿòíîñòüþ
q ïåðåõîäèì â ñîñòîÿíèå x, y+1, è ñðåäíåå âðåìÿ áóäåò ðàâíî T (x, y+1).
Ïðè ýòîì ïðîéäåò îäèí øàã äî ïåðåïîëíåíèÿ ïàìÿòè.

Ïîïàâ íà ãðàíèöû îáëàñòè áëóæäàíèÿ, ìû óæå íå äâèíåìñÿ íè íà
îäèí øàã è, ñëåäîâàòåëüíî,

T (s + 1, y) = 0, T (x,m− s + 1) = 0.

Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå òàêîãî çíà÷åíèÿ s è âûáîð ñòå-
êà, êîòîðûé áóäåò ðàñïîëîæåí îòäåëüíî, ÷òîáû T (0, 0) áûëî ìàêñèìàëü-
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íûì. Áûëè ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû è ïðîãðàììû, ðåøàþùèå äàííóþ
çàäà÷ó îáîèìè ðàññìîòðåííûìè ìåòîäàìè.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè, ÷òî îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ s
íå âñåãäà ñîâïàäàþò ñ èíòóèòèâíî îæèäàåìûì s = mp. Íàïðèìåð, äëÿ
m = 1000 ïðè p1 = p2 = p3 = 1/3, s = 661, à íå s = 2/3m = 667, à
äëÿ p1 = 0.6, p2 = 0.3, p3 = 0.1, s = 889, à íå s = 0.9m = 900, ïðè÷åì
â îïòèìàëüíîì âàðèàíòå T = 983.15, à äëÿ s = 900, T = 963.3. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî åñëè äåéñòâîâàòü ïî èíòóèöèè, à íå ïî òåîðèè, òî â ñðåäíåì
â äàííîé ñèòóàöèè ìû áóäåì ïðîèçâîäèòü íà 20 îïåðàöèé âêëþ÷åíèÿ â
ñòåêè ìåíüøå äî ïåðåïîëíåíèÿ ïàìÿòè.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÷åòûðüìÿ ñòåêàìè, äîïóñêàþùèìè
òîëüêî âêëþ÷åíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîé çàäà÷å.

Äàëåå ðàññìîòðåí îáùèé ñëó÷àé óïðàâëåíèÿ òðåìÿ ñòåêàìè.
Îïðåäåëåí àëãîðèòì íóìåðàöèè íåâîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèé è äîêàçàíà

Òåîðåìà 8, îïðåäåëÿþùàÿ âèä ïîäìàòðèöû Q ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé äàííîé öåïè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåõîäàì èç íåâîçâðàòíûõ
ñîñòîÿíèé â íåâîçâðàòíûå.

Áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà, ðåøàþùàÿ äàííóþ çàäà÷ó.
Ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü íåêîòîðûå ïîëåçíûå

äëÿ ïðàêòèêè âûâîäû. Êîãäà îäèí èç ñòåêîâ èìååò íóëåâóþ âåðîÿò-
íîñòü èñêëþ÷åíèÿ (ò.å. ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé òàáëèöåé), à îñòàëüíûå
îïåðàöèè ðàâíîâåðîÿòíû, òî ëó÷øå îáúåäèíèòü ýòó òàáëèöó ñ îäíèì
èç ñòåêîâ è âûäåëèòü ýòîé ïàðå äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåð ïàìÿòè.
Íàïðèìåð, â òðàíñëÿòîðàõ â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ äâóõ ñòåêîâ è êó÷è
íàäî êó÷ó íàïðàâèòü íàâñòðå÷ó îäíîìó èç ñòåêîâ, à äðóãîé ñòåê ðàç-
ìåñòèòü îòäåëüíî,ò.ê. êó÷à ÷àñòî ðåàëèçóåòñÿ òàê, ÷òî åå âåðõíèé êðàé
ìîæåò òîëüêî âîçðàñòàòü. Åñëè æå ìû ðàáîòàåì ñ äâóìÿ òàáëèöàìè è
ñòåêîì, òî ñòåê íàäî îáúåäèíèòü ñ îäíîé èç òàáëèö è äàòü äàííîé ïàðå
íåñêîëüêî áîëüøå ïîëîâèíû ïàìÿòè.

Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ðàññìîòðåí äðóãîé ñïîñîá ðàáîòû ñ òðåìÿ (è
áîëåå) ñòåêàìè â ïàìÿòè îäíîãî óðîâíÿ. Çäåñü äâà ñòåêà ìû íàïðàâëÿåì
íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ñ êîíöîâ ó÷àñòêà ïàìÿòè, à òðåòèé ðàñïîëàãàåì
ãäå-òî â ñåðåäèíå ó÷àñòêà è âêëþ÷àåì â íåãî ýëåìåíòû ïîïåðåìåííî ñ
ðàçíûõ ñòîðîí. Îïåðàöèè push è pop äëÿ âíóòðåííåãî ñòåêà çäåñü áóäóò
ðåàëèçîâûâàòüñÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå, òàê êàê íóæíî áóäåò âû÷èñëÿòü
ñëåâà èëè ñïðàâà îò íà÷àëà íàõîäèòñÿ óêàçàòåëü íà âåðøèíó ñòåêà.
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Ïîõîæèé ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ â ðåàëèçàöèè àëãîëà-68, êîãäà ñòåê è êó÷à
ðîñëè íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, à ìåæäó íèìè ïëàâàë ïóçûðü, â êîòîðîì
ðàçìåùàëèñü îáúåêòû, êîòîðûå îñâîáîæäàëèñü ïðîùå ÷åì ýëåìåíòû
êó÷è.

Ïóñòü åñòü m åäèíèö ïàìÿòè, ïðåäñòàâèì òðè ñòåêà, êàê ÷åòûðå, ò.å.
ïàìÿòü äåëèòñÿ íà äâå ÷àñòè k è m−k ýëåìåíòîâ. Îäèí èç òðåõ ñòåêîâ
íà÷èíàåò ðàñòè èç òî÷êè k: ïðè ÷åòíîì âêëþ÷åíèè íà åäèíèöó âëåâî,
ïðè íå÷åòíîì âêëþ÷åíèè íà åäèíèöó âïðàâî. Äâà äðóãèõ ñòåêà ðàñòóò
íàâñòðå÷ó ýòîìó ñòåêó, èç ïðîòèâîïîëîæíûõ êîíöîâ ïàìÿòè. Çàäà÷à
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêîé ñòåê ðàñïîëîæèòü ïî öåíòðó è
èç êàêîé òî÷êè îí äîëæåí íà÷àòü äâèæåíèå, ÷òîáû ñðåäíåå âðåìÿ äî
ïåðåïîëíåíèÿ áûëî ìàêñèìàëüíûì.

Ìîæíî ðàññìîòðåòü 4 ñòåêà òàêèõ, ÷òî p1 � âåðîÿòíîñòü âêëþ÷å-
íèÿ â ïåðâûé ñòåê, p2

2 � âåðîÿòíîñòü âêëþ÷åíèÿ âî âòîðîé ñòåê, p2
2

� âåðîÿòíîñòü âêëþ÷åíèÿ â òðåòèé ñòåê, p3 - âåðîÿòíîñòü âêëþ÷åíèÿ
â ÷åòâåðòûé ñòåê, q1 - âåðîÿòíîñòü èñêëþ÷åíèÿ èç ïåðâîãî ñòåêà, q2

2
- âåðîÿòíîñòü èñêëþ÷åíèÿ èç âòîðîãî ñòåêà, q2

2 - âåðîÿòíîñòü èñêëþ-
÷åíèÿ èç òðåòüåãî ñòåêà è q3 - âåðîÿòíîñòü èñêëþ÷åíèÿ èç ÷åòâåðòîãî
ñòåêà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, x2, x3, x4 òåêóùèå äëèíû ñòåêîâ. Â êà÷å-
ñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èìååì ÷åòûðåõìåðíîå áëóæäàíèå â îáëà-
ñòè x1 + x2 + x3 + x4 6 m,x1 + x2 6 k, x3 + x4 6 m− k.

Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ýòî áëóæäàíèå â âèäå öåïè Ìàðêîâà, åñëè ïðè-
íÿòü çà ñîñòîÿíèÿ ÷åòâåðêè ÷èñåë (x1, x2, x3, x4), ãäå xi - äëèíà i-ãî
ñòåêà, x1 + x2 6 k, x3 + x4 6 m − k. Åñëè åñòü m åäèíèö ïàìÿòè è
ïàìÿòü ïîäåëåíà íà äâå ÷àñòè: k è m− k, òî êîëè÷åñòâî íåâîçâðàòíûõ
ñîñòîÿíèé äàííîé öåïè áóäåò ðàâíî (m−k+1)(m−k+2)(k+1)(k+2)

4 .
Ïðåäëîæåí àëãîðèòì íóìåðàöèè ñîñòîÿíèé, êîòîðûé ïîçâîëèë ïî-

ñòðîèòü ìàòðèöó Q ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùåé öåïè
Ìàðêîâà, âèä êîòîðîé îïðåäåëÿåò Òåîðåìà 9.

Áûëè ðàçðàáîòàíû àëãîðèòì è ïðîãðàììà, ðåøàþùèå çàäà÷ó.
Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñâÿçàííîãî

ìåòîäà ïðåäñòàâëåíèÿ òðåõ ñòåêîâ. Ïóñòü ìû ðàáîòàåì â ïàìÿòè ðàç-
ìåðà m åäèíèö ñ òðåìÿ ñòåêàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â âèäå ñâÿçàííûõ
ñïèñêîâ.

Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èìååì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå â
ïèðàìèäå: x1 + x2 + x3 6 m

2 , ò.ê. ïîëîâèíà ïàìÿòè òðàòèòñÿ íà ñâÿçè.
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Ïðîíóìåðóåì ñîñòîÿíèÿ: íà÷èíàÿ ñ ïëîñêîñòè x3 = 0, x1+x2+x3 6 m
2

è ò.ä. íàâåðõ, â êàæäîé èç ýòèõ ïëîñêîñòåé íóìåðàöèÿ ñîñòîÿíèé íà÷è-
íàåòñÿ âäîëü ïðÿìîé x1 + x2 = m

2 − x3 îò îñè x1 ê îñè x2 è ò.ä.
Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó Q ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé îäíî-

ðîäíîé ïîãëîùàþùåé öåïè Ìàðêîâà. Äëÿ ýòîé ìàòðèöû ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 10.

Áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ
ìàòðèö è âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû äî ïåðåïîëíåíèÿ ïàìÿ-
òè.

Ðàññìàòðèâàëñÿ òàêæå ñëó÷àé, êîãäà èíôîðìàöèîííàÿ ÷àñòü èìååò
ïðîèçâîëüíûé ðàçìåð l, ïîëå ñâÿçè èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó, ðàçìåð
ïàìÿòè m êðàòåí l + 1.

Ïîñëåäíèé ðàññìîòðåííûé â äàííîì ïàðàãðàôå ñïîñîá ïðåäñòàâëå-
íèÿ òðåõ ñòåêîâ - ýòî ñòðàíè÷íûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ, êîãäà ïàìÿòü
ðàçäåëåíà íà ñòðàíèöû îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Íà ñâÿçü òðàòèòñÿ îäèí
ýëåìåíò êàæäîé ñòðàíèöû, ïîýòîìó ïîòåðè íà ñâÿçè â ñëó÷àå ñòðà-
íè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñòåêîâ áóäóò ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå ñâÿçàííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìåõàíèçì ðàáîòû ñî ñïèñêîì ñâî-
áîäíûõ ñòðàíèö, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðè çàïîëíåíèè ñòðàíèöû ïðåäî-
ñòàâèòü ñòåêó íîâóþ ñòðàíèöó. Åñëè æå âåðøèíà ñòåêà îñâîáîäèëà
ñòðàíèöó, òî ýòà ñòðàíèöà âîçâðàùàåòñÿ â ñïèñîê ñâîáîäíûõ ñòðàíèö.

Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ îïòèìàëüíîãî ðàçìåðà ñòðàíèöû, ïðè êîòî-
ðîì ñðåäíåå êîëè÷åñòâî åäèíèö ïàìÿòè, êîòîðîå òðàòèòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî ïîä äàííûå áóäåò ìàêñèìàëüíî, è íàéäåíû ìàêñèìàëüíàÿ è
ìèíèìàëüíàÿ îöåíêè äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû äî ïåðåïîëåíèÿ ïà-
ìÿòè.

Êîðîòêî ïðîñóììèðóåì ðåçóëüòûòû ýêñïåðèìåíòîâ ñ ìîäåëÿìè ðàç-
íûõ ìåòîäîâ ïðåäñòàâëåíèÿ òðåõ ñòåêîâ â ïàìÿòè îäíîãî óðîâíÿ.

Ñðåäíåå âðåìÿ äî ïåðåïîëíåíèÿ â ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîãî îïòè-
ìàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, äëÿ áîëüøèíñòâà íàáîðîâ âåðîÿòíîñòåé, ëó÷-
øå, ÷åì ñðåäíåå âðåìÿ âî âñåõ îñòàëüíûõ ñïîñîáàõ ïðåäñòàâëåíèÿ. Îä-
íàêî, ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå ñëó÷àè, êîãäà ìàêñèìàëüíîå ñðåäíåå âðå-
ìÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè ïðåäñòàâëåíèè òðåõ ñòåêîâ, êàê ÷åòûðåõ.

Äëÿ ïðàêòèêè ìîæåò áûòü èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà ïàìÿòü äåëèòñÿ
íå îïòèìàëüíî, à ïîðîâíó ìåæäó ñòåêàìè, ò.å. â ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëü-
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íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ s ≈ 2m
3 , à â ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ òðåõ ñòåêîâ, êàê ÷åòûðåõ, k ≈ m
2 , Òàê ëîãè÷íî ïîñòóïàòü, êîãäà

âåðîÿòíîñòíûå çàêîíû, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå ñòåêîâ íåèçâåñòíû. Â
ýòîì ñëó÷àå òàêæå îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ â ñëó÷àå ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íå âñåãäà ìàêñèìàëüíî, à èíîãäà áóäåò ëó÷øå
ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ òðåõ ñòåêîâ, êàê ÷åòûðåõ.

Åñëè æå äëèíà èíôîðìàöèîííîé ÷àñòè áîëüøå, ÷åì äëèíà ïîëÿ ñâÿ-
çè, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàçìåðå èíôîðìàöèîííîé ÷àñòè, ñâÿçàí-
íûé ñïîñîá ñòàíîâèòñÿ ëó÷øå, ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàêñèìèçàöèè ñðåäíåãî
âðåìåíè, ÷åì ïîñëåäîâàòåëüíûé.

Â ïàðàãðàôå 7 ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òðåìÿ
ñòåêàìè â äâóõóðîâíåâîé ïàìÿòè.

Ïóñòü äâà ñòåêà ðàñïîëîæåíû íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, è èì âûäå-
ëÿåòñÿ ïàìÿòü îáúåìà m1 óñëîâíûõ åäèíèö, òðåòèé ñòåê ðàñïîëîæåí
îòäåëüíî, åìó âûäåëÿåòñÿ m2 = m−m1 óñëîâíûõ åäèíèö.

Ïóñòü x1, x2, x3 � òåêóùèå äëèíû ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî, âòî-
ðîãî è òðåòüåãî ñòåêîâ â áûñòðîé ïàìÿòè (â óñëîâíûõ åäèíèöàõ), ãäå
x1, x2, x3 ≥ 0, x1 + x2 ≤ m1 è x3 ≤ m2.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè ðàáîòå ñ òðåìÿ ñòåêàìè â äâóõóðîâíå-
âîé ïàìÿòè ïåðåïîëíåíèå èëè îïóñòîøåíèå ëþáîãî èç ñòåêîâ â áûñòðîé
ïàìÿòè ïðèâîäÿò ê îáìåíó äàííûìè ìåæäó áûñòðîé è âíåøíåé ïàìÿ-
òüþ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî â áûñòðîé ïàìÿòè îñòàþòñÿ ñòåêè äëèíîé x0

1,
x0

2, x0
3 óñëîâíûõ åäèíèö ñîîòâåòñòâåííî, ãäå x0

1, x
0
2, x

0
3 ≥ 0, x0

1+x0
2 ≤ m1

è x0
3 ≤ m2.
Òàêèì îáðàçîì, ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïðåäåëèòü, â êàêîå ñîñòîÿíèå ñëå-

äóåò ïåðåõîäèòü ïîñëå îáìåíà äàííûìè ìåæäó äâóìÿ óðîâíÿìè ïàìÿòè,
÷òîáû ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû ñî ñòåêàìè â áûñòðîé ïàìÿòè äî ïåðå-
ïîëíåíèÿ èëè îïóñòîøåíèÿ îäíîãî èç íèõ áûëî ìàêñèìàëüíûì. Èíà÷å
ãîâîðÿ, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü m1 (m2), x0

1, x0
2, x0

3, ïðè êîòîðûõ ñðåä-
íåå âðåìÿ ðàáîòû ñî ñòåêàìè â áûñòðîé ïàìÿòè äî ñëåäóþùåãî îáìåíà
áóäåò ìàêñèìàëüíûì.

Ïðè ýòîì ïîãëîùàþùèìè ñîñòîÿíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòè x1+x2 =
= m1 + 1 è x3 = m2 + 1, è ïëîñêîñòè x1 = −1, x2 = −1 è x3 = −1.

Äîêàçàíà Òåîðåìà 11, îïðåäåëÿþøàÿ âèä ìàòðèöû Q ïðè âûáðàííîé
íóìåðàöèè ñîñòîÿíèé. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòì è ïðîãðàììà, ðåøàþùàÿ
äàííóþ çàäà÷ó.
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Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
FIFO-î÷åðåäÿìè.

Â ïàðàãðàôå 1 ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îäíîé î÷å-
ðåäüþ â äâóõóðîâíåâîé ïàìÿòè.

Ïóñòü ìû ðàáîòàåì ñ îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîé öèêëè÷åñêîé î÷åðå-
äüþ, êîòîðàÿ ïåðåïîëíèëà âûäåëåííûé êóñîê ïàìÿòè ðàçìåðà n. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñâîáîäíûõ ó÷àñòêîâ áûñòðîé ïàìÿòè áîëüøå íåò, íî
åñòü ïàìÿòü âòîðîãî óðîâíÿ, êîòîðóþ ìû õîòèì çàäåéñòâîâàòü äëÿ ðà-
áîòû ñ î÷åðåäüþ. Â ñëó÷àå ïåðåïîëíåíèÿ â áûñòðîé ïàìÿòè ìû îñòàâ-
ëÿåì y0 íà÷àëüíûõ ýëåìåíòîâ î÷åðåäè, à n − y0 êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
ïåðåïèñûâàåì â ïàìÿòü âòîðîãî óðîâíÿ.

Íàøåé çàäà÷åé áóäåò îïðåäåëåíèå òàêîãî çíà÷åíèÿ y0, ÷òîáû ñðåäíåå
âðåìÿ ðàáîòû ìåæäó ïåðåðàñïðåäåëåíèÿìè î÷åðåäè áûëî ìàêñèìàëü-
íûì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç y òåêóùåå ÷èñëî íà÷àëüíûõ ýëåìåíòîâ â áûñòðîé
ïàìÿòè, à ÷åðåç x � òåêóùåå ÷èñëî íîâûõ ýëåìåíòîâ, âñòàâëåííûõ â
êîíåö ÷àñòè î÷åðåäè, íàõîäÿùåéñÿ â áûñòðîé ïàìÿòè. Ïóñòü p îáîçíà÷à-
åò âåðîÿòíîñòü âêëþ÷åíèÿ íîâîãî ýëåìåíòà â î÷åðåäü, q � âåðîÿòíîñòü
èñêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòà èç î÷åðåäè, ãäå p + q = 1, m = n − 1 � ìàêñè-
ìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â î÷åðåäè, êîòîðîå íà 1 ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî
ñâîáîäíûõ ìåñò â áûñòðîé ïàìÿòè.

Òîãäà â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìû áóäåì èìåòü äâóìåðíîå
ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå â îáëàñòè x > 0, y > 0, x + y 6 m. Áëóæäàíèå
íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå y = y0, x = 0. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäÿñü
â òî÷êå (x, y), ìû ìîæåì ïîïàñòü â òî÷êó (x+1, y) ñ âåðîÿòíîñòüþ p è â
òî÷êó (x, y − 1) ñ âåðîÿòíîñòüþ q. Áëóæäàíèå èìååò äâà ïîãëîùàþùèõ
áàðüåðà x + y = m + 1 è y = −1. Ïîïàäàíèå íà ïåðâûé áàðüåð îçíà÷àåò
ïåðåïîëíåíèå áûñòðîé ïàìÿòè, à íà âòîðîé áàðüåð � èñ÷åðïàíèå ÷èñëà
íà÷àëüíûõ ýëåìåíòîâ â áûñòðîé ïàìÿòè.

Íàøà çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàêîå çíà÷åíèå y0

ñëåäóåò âûáðàòü, ÷òîáû ñðåäíåå âðåìÿ áëóæäàíèÿ äî ïîãëîùåíèÿ áûëî
ìàêñèìàëüíûì?

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî âðåìåíè áëóæäàíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä
ïîñòðîåíèÿ è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àå p = q = 1/2, y0 6= m/2, êàê ìîãëî
ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä, à y0 ≈ 0.7m, õîòÿ âèä òî÷íîé ôîðìóëû
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äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m íåÿñåí.
Â ïàðàãðàôå 2 ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äâó-

ìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè öèêëè÷åñêèìè î÷åðåäÿìè â ñëó÷àå ðàçäåëüíîé
ðåàëèçàöèè.

Ïóñòü â ïàìÿòè ðàçìåðà m ìû äîëæíû ðàáîòàòü ñ äâóìÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíûìè öèêëè÷åñêèìè î÷åðåäÿìè. Èçâåñòíû íåêîòîðûå âåðîÿò-
íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè î÷åðåäåé. Ïóñòü p1, q1 îáîçíà÷àþò âåðîÿòíî-
ñòè âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòîâ â ïåðâóþ î÷åðåäü, p2, q2 � âî
âòîðóþ, à r îáîçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü îïåðàöèè, íå èçìåíÿþùåé äëèíû
î÷åðåäåé (íàïðèìåð, òîëüêî ÷òåíèå), ãäå p1 + q1 + p2 + q2 + r = 1. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî â î÷åðåäÿõ õðàíÿòñÿ äàííûå ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà.
Ïðè ïîïûòêå èñêëþ÷åíèÿ èíôîðìàöèè èç ïóñòîé î÷åðåäè íå ïðîèñõîäèò
çàâåðøåíèå ðàáîòû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1 è x2 òåêóùèå äëèíû î÷åðåäåé, ÷åðåç s ìàêñè-
ìàëüíûé ðàçìåð ïåðâîé î÷åðåäè, ÷åðåç n = m−2 ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð
äâóõ î÷åðåäåé. Ýòî çíà÷åíèå íà äâå åäèíèöû ìåíüøå ðàçìåðà ïàìÿòè,
òàê êàê â ðåàëèçàöèè öèêëè÷åñêîé î÷åðåäè îäèí ýëåìåíò ïàìÿòè âñå-
ãäà îñòàåòñÿ ñâîáîäíûì äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷èòü ïóñòóþ î÷åðåäü îò
ïåðåïîëíåííîé. Èíîãäà äëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ õðàíèòü äëèíó î÷åðåäè,
íî ýòî ýêâèâàëåíòíî ïîòåðå îäíîé ÿ÷åéêè.

Òîãäà â êà÷åñòâå ìîäåëè ìû áóäåì èìåòü äâóìåðíîå áëóæäàíèå ïî
öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå â îáëàñòè −1 6 x1 6 s+1, −1 6 x2 6 n− s+1
ñ âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäîâ: p1 � âïðàâî, q1 � âëåâî, p2 - ââåðõ, q2 -
âíèç, r- îñòàòüñÿ íà ìåñòå. Áëóæäàíèå íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå x1 = x2 = 0,
ïðÿìûå x1 = −1 è x2 = −1 � îòðàæàþùèå ýêðàíû (ïîïûòêà èñêëþ-
÷åíèÿ èç ïóñòîé î÷åðåäè), à ïðÿìûå x1 = s + 1 è x2 = n − s + 1 �
ïîãëîùàþùèå ýêðàíû (ïåðåïîëíåíèå îäíîé èç î÷åðåäåé).

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à âûáðàòü òàêîå s, ÷òîáû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
âðåìåíè áëóæäàíèÿ äî ïîãëîùåíèÿ áûëî ìàêñèìàëüíûì.

Ïðîíóìåðóåì òî÷êè îáëàñòè áëóæäàíèÿ ñâåðõó âíèç è ñïðàâà íà-
ëåâî, íóìåðàöèþ íà÷íåì ñ 0. Ýòè òî÷êè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü íåâîç-
âðàòíûì ñîñòîÿíèÿì îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà. Âñåãî òàêèõ ñîñòîÿíèé
áóäåò (s + 1)(n− s + 1).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óñòàíîâëåí âèä ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿò-
íîñòåé èç íåâîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèé â íåâîçâðàòíûå è ðàçðàáîòàíû àë-
ãîðèòì è ïðîãðàììà, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííûõ çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòåé è
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ðàçìåðà ïàìÿòè ãåíåðèðóþò íóæíóþ ìàòðèöó è ðåøàåò äàííóþ çàäà÷ó.
Â ïàðàãðàôå 3 ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñâÿçàííîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ äâóõ î÷åðåäåé.
Äëÿ ñâÿçàííîãî ñïîñîáà îðãàíèçàöèè î÷åðåäåé äîñòàòî÷íî èìåòü îä-

íîñâÿçàííûå ñïèñêè ýëåìåíòîâ, óïîðÿäî÷åííûå îò íà÷àëà î÷åðåäè ê
êîíöó. Êàæäûé ýëåìåíò ñîñòîèò èç äâóõ åäèíèö ïàìÿòè îäèíàêîâîãî
ðàçìåðà, îäíà èç êîòîðûõ ñîäåðæèò õðàíèìóþ èíôîðìàöèþ, à âòîðàÿ
ñîäåðæèò óêàçàòåëü (ñâÿçü) íà ñëåäóþùèé ýëåìåíò â ñïèñêå. Ïðè òàêîì
ïðåäñòàâëåíèè î÷åðåäåé m

2 åäèíèö ïàìÿòè çàòðà÷åíî íà ñâÿçè, ò. å. äëÿ
õðàíåíèÿ äàííûõ ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî m − m

2 = m
2 åäèíèö

ïàìÿòè.
Îáîçíà÷èì x1 è x2 � òåêóùèå äëèíû î÷åðåäåé. Â êà÷åñòâå ìàòåìà-

òè÷åñêîé ìîäåëè áóäåì èìåòü ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî öåëî÷èñëåííîé
ðåøåòêå â òðåóãîëüíîé îáëàñòè x1 + x2 6 m

2 + 1, ãäå x1 + x2 = m
2 + 1 -

ïîãëîùàþùèé ýêðàí, ïîïàäàíèå íà êîòîðûé îçíà÷àåò ïåðåïîëíåíèå îä-
íîé èç î÷åðåäåé, x1 = −1 è x2 = −1 - îòðàæàþùèå ýêðàíû, ïîïàäàíèå
íà êîòîðûå îçíà÷àåò èñêëþ÷åíèå ýëåìåíòà èç ïóñòîé î÷åðåäè.

Áëóæäàíèå íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå x1 = x2 = 0. Íåîáõîäèìî íàéòè
ñðåäíåå âðåìÿ áëóæäàíèÿ äî ïîãëîùåíèÿ ïðè âûõîäå èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ x1 = x2 = 0.

Â ïàðàãðàôå 4 ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñòðàíè÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ äâóõ î÷åðåäåé.

Â ñòðàíè÷íîì ìåòîäå îðãàíèçàöèè î÷åðåäè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå
ñïèñêà ñòðàíèö ðàçìåðà x åäèíèö ïàìÿòè. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ìåõàíèçì ðàáîòû ñî ñïèñêîì ñâîáîäíûõ ñòðàíèö, êîòîðûé
ïîçâîëÿåò ïðè çàïîëíåíèè ñòðàíèöû ïðåäîñòàâèòü î÷åðåäè íîâóþ ñòðà-
íèöó. Åñëè æå íà÷àëî î÷åðåäè îñâîáîäèëî ñòðàíèöó, òî ýòà ñòðàíèöà
âîçâðàùàåòñÿ â ñïèñîê ñâîáîäíûõ ñòðàíèö. Ïåðåïîëíåíèå íàñòóïàåò
òîãäà, êîãäà ñïèñîê ñâîáîäíûõ ñòðàíèö ïóñò, à êàêàÿ-òî èç î÷åðåäåé
ïåðåïîëíèëà ñòðàíèöó.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè x = 2 ïîëó÷àåì ñâÿçàííîå ïðåäñòàâëåíèå î÷åðå-
äåé, ò. å. ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñâÿçàííîå ïðåäñòàâëåíèå î÷åðåäåé êàê
÷àñòíûé ñëó÷àé ñòðàíè÷íîãî.

Îáîçíà÷èì x1 è x2 � òåêóùèå äëèíû î÷åðåäåé. Ïðè ñòðàíè÷íîì
ïðåäñòàâëåíèè î÷åðåäåé m

x åäèíèö ïàìÿòè çàòðà÷åíî íà ñâÿçè, ò. ê.
âñåãî m

x ñòðàíèö è ó êàæäîé ñòðàíèöû áåðåì ïî ÿ÷åéêå. Äëÿ õðàíåíèÿ
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äàííûõ ó êàæäîé ñòðàíèöû èñïîëüçóåòñÿ x− 1 åäèíèöà ïàìÿòè.
Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áóäåì èìåòü ñëó÷àéíîå áëóæäà-

íèå ïî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå â òðåóãîëüíîé îáëàñòè

x1 + x2 6 m− m

x
+ 1,

ãäå x1 + x2 = m − m
x + 1 � ïîãëîùàþùèé ýêðàí, à x1 = −1 è x2 = −1

îòðàæàþùèå ýêðàíû. Áëóæäàíèå íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå x1 = x2 = 0.
Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ñðåäíåå âðåìÿ áëóæäàíèÿ

äî ïîãëîùåíèÿ ïðè âûõîäå èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x1 = x2 = 0.
Ñòðóêòóðà ìàòðèöû Q äëÿ ñâÿçàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîâïàäàåò ñî

ñòðóêòóðîé ìàòðèöû Q äëÿ ñòðàíè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î÷åðåäåé. Åå
îïðåäåëÿåò Òåîðåìà 13.

Áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì è ïðîãðàììà, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò îöåíêó
ñâåðõó � Tmax, è îöåíêó ñíèçó Tmin äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè áëóæäàíèÿ
â ñëó÷àå ñòðàíè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, è ñðåäíåå âðåìÿ äëÿ ñâÿçàííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ î÷åðåäåé.

Â ïàðàãðàôå 5 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ
ðàçðàáîòàííûìè ïðîãðàììàìè.

Èç ïîëó÷åííûõ äàííûõ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî äëÿ ñâÿçàí-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î÷åðåäåé, ò. å. êîãäà ðàçìåð ñòðàíèöû x = 2, ñðåä-
íåå âðåìÿ áëóæäàíèÿ äî ïåðåïîëíåíèÿ ïàìÿòè âñåãäà ìåíüøå ñðåäíåãî
âðåìåíè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ñðàâíèâàÿ ñðåäíåå âðåìÿ áëóæäàíèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî è ñòðà-
íè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â îñíîâíîì ìåíüøå îöåíêè ñâåðõó Tmax

äëÿ ñòðàíè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, íî äëÿ íåêîòîðûõ íàáîðîâ âåðîÿòíî-
ñòåé ñðåäíåå âðåìÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áîëüøå ÷åì
îöåíêà ñâåðõó äëÿ ñòðàíè÷íîãî.

Äëÿ ïðàêòèêè ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ òàêæå àíàëèç ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î÷åðåäåé, êîãäà ïàìÿòü äåëèòñÿ íå îïòèìàëü-
íî â çàâèñèìîñòè îò âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê î÷åðåäåé, à ïðî-
ñòî ïîïîëàì. Òàê ëîãè÷íî ïîñòóïàòü, åñëè ìû íå çíàåì çàðàííåå âå-
ðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê î÷åðåäåé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå äâóõ FIFO-î÷åðåäåé ñ äåëåíèåì ïàìÿòè íà äâå ðàâíûå
äîëè ìîæåò áûòü õóæå ñâÿçàííîãî â òîì ñëó÷àå, êîãäà àëãîðèòìû èëè
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óñòðîéñòâà, êîòîðûå îòâå÷àþò çà âêëþ÷åíèå è èñêëþ÷åíèå ýëåìåíòîâ
â î÷åðåäè, ðàáîòàþò òàê, ÷òî ïðè ïåðåïîëíåíèè îäíîé î÷åðåäè âòîðàÿ
î÷åðåäü ñ î÷åíü áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé.

Â ïàðàãðàôå 6 ïðîàíàëèçèðîâàí ïðåäëîæåííûé íàìè íîâûé ìåòîä
ðàáîòû ñ íåñêîëüêèìè ïîñëåäîâàòåëüíûìè öèêëè÷åñêèìè î÷åðåäÿìè. Â
ýòîì ìåòîäå ïàìÿòü çàðàíåå íå äåëèòñÿ ìåæäó î÷åðåäÿìè, à äâå(èëè
áîëåå) î÷åðåäè äâèãàþòñÿ ïî êðóãó äðóã çà äðóãîì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòî-
ðîãî íà÷àëüíîãî ìåñòà â ïàìÿòè. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè îäíà èç î÷åðåäåé
ñòàëà ïóñòîé, òî âòîðàÿ ìîæåò çàíèìàòü âñþ äîñòóïíóþ îáëàñòü ïàìÿ-
òè ïîêà íå äîãîíèò ñàìà ñåáÿ. Åñëè æå îæèâåò âòîðàÿ î÷åðåäü, òî åå
ìîæíî ïóñòèòü ñ ñåðåäèíû ñâîáîäíîãî ó÷àñòêà èëè ñ íåêîòîðîé îïòè-
ìàëüíîé òî÷êè, êîòîðàÿ çàâèñèò îò âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê î÷å-
ðåäåé. Çàìåòèì, ÷òî äâà ñòåêà, íàïðàâëåíííûå íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó,
ýòî çàâåäîìî ëó÷øèé ìåòîä â ñðàâíåíèè ñ ðàçäåëüíûì õðàíåíèåì ñòå-
êîâ. Â ñëó÷àå æå î÷åðåäåé, íàïðèìåð, Ä. Êíóò ñ÷èòàë, ÷òî ýôôåêòèâíî
ðàáîòàòü â îáùåé ïàìÿòè ñ äâóìÿ î÷åðåäÿìè íåëüçÿ, îäíàêî, âèäèìî,
îí íå ðàññìàòðèâàë âîçìîæíîñòè òîãî, ÷òî äâå î÷åðåäè ìîãóò äâèãàòüñÿ
ïî êðóãó îäíà çà äðóãîé.

Ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîãî ìåòîäà óïðàâëåíèÿ î÷å-
ðåäÿìè íå óäàëîñü è ïîýòîìó áûëà ðàçðàáîòàíà èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü
äëÿ àíàëèçà äâóõ ìåòîäîâ(íîâîãî ïðåäëîæåííîãî íàìè è ïðîàíàëèçèðî-
âàííîãî â ïàðàãðàôå 2 ðàçäåëüíîãî ìåòîäà ïðåäñòàâëåíèÿ) óïðàâëåíèÿ
äâóìÿ FIFO-î÷åðåäÿìè â ïàìÿòè îäíîãî óðîâíÿ.

Ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîé èìèòàöèîííîé ìîäåëè áûë ïðîâåäåí àíà-
ëèç äâóõ äàííûõ ìåòîäîâ. Ìåòîäû ñðàâíèâàëèñü ïî òàêèì êðèòåðèÿì
êàê ñðåäíåå âðåìÿ äî ïåðåïîëíåíèÿ ïàìÿòè, ñðåäíåå ÷èñëî ïåðåìåùàå-
ìûõ ýëåìåíòîâ î÷åðåäåé, ñðåäíèé ïðîöåíò ïîòåðÿííûõ ýëåìåíòîâ î÷å-
ðåäåé ïðè áåñêîíå÷íîì âðåìåíè ðàáîòû.

Äëÿ êàæäîé èç î÷åðåäåé îïðåäåëåíû îïåðàöèè âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ-
÷åíèÿ ýëåìåíòîâ, à òàêæå � "ïóñòàÿ" îïåðàöèÿ, ò.å. îïåðàöèÿ íå èçìå-
íÿþùàÿ äëèí î÷åðåäåé. Ïðåäïîëàãàëèñü çàäàííûìè âåðîÿòíîñòè âñåõ
îïåðàöèé, ðàçìåð ïàìÿòè m > 0, òî÷êà âõîäà âòîðîé î÷åðåäè s è êîëè-
÷åñòâî èòåðàöèé ìîäåëè.

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àå ðàáîòû íà áåñêîíå÷íîì âðåìå-
íè ðàçäåëüíûé ìåòîä õðàíåíèÿ î÷åðåäåé ëó÷øå, ÷åì íàø ìåòîä (äîëÿ
ïîòåðÿííûõ ýëåìåíòîâ ìåíüøå).
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×òî êàñàåòñÿ ñðåäíåãî âðåìåíè äî ïåðåïîëíåíèÿ ïàìÿòè, òî çäåñü
ïðåäëîæåííûé íàìè ìåòîä ñòàíîâèòñÿ ëó÷øå, åñëè âåðîÿòíîñòü âêëþ-
÷åíèÿ â îäíó èç î÷åðåäåé äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ, à âåðîÿòíîñòè âêëþ÷å-
íèÿ èëè èñêëþ÷åíèÿ â äðóãóþ ðàâíû, èëè áîëüøå âåðîÿòíîñòü èñêëþ-
÷åíèÿ. Ò.å. â ýòîì ñëó÷àå â íàøåì ìåòîäå ÷àñòî âîçíèêàþò ñèòóàöèè,
êîãäà îäíà èç î÷åðåäåé ïóñòàÿ, è äðóãàÿ ìîæåò çàíèìàòü âñþ äîñòóï-
íóþ ïàìÿòü.

Â ïàðàãðàôàõ 7 è 8 ïðèâåäåíû ïîñòàíîâêè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ íåñêîëü-
êèìè î÷åðåäÿìè, êîãäà ðàçðåøåíî îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå îïåðàöèé
íàä î÷åðåäÿìè.

Â ïàðàãðàôå 9 ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ î÷åðå-
äÿìè â îáùåé ïàìÿòè â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî âðåìåíè áëóæäàíèÿ.

Çäåñü ðàññìîòðåí äðóãîé ñïîñîá óïðàâëåíèÿ î÷åðåäÿìè. Åñëè â ïðå-
äûäóùèõ çàäà÷àõ ïðè ïåðåïîëíåíèè îäíîé èç î÷åðåäåé ðàáîòà ïðåêðà-
ùàëàñü, òî òåïåðü ïðîöåññ çàâåðøåí íå áóäåò, à áóäåò ïðîäîëæåí ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: åñëè î÷åðåäü çàíèìàåò âñþ ïðåäîñòàâëåííóþ åé ïà-
ìÿòü, òî âñå ïîñëåäóþùèå ýëåìåíòû ïîñòóïàþùèå â íåå îòáðàñûâàþòñÿ
äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîÿâèòñÿ ñâîáîäíàÿ ïàìÿòü (ò.å. äî òåõ ïîð, ïîêà
íå ïðîèçîéäåò èñêëþ÷åíèå ýëåìåíòà èç î÷åðåäè). Òàêàÿ ñõåìà ðàáîòû
ïðèìåíÿåòñÿ â ðàáîòå ñåòåâûõ ìàðøðóòèçàòîðîâ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïî
ìåðå óâåëè÷åíèÿ òðàôèêà íà èñõîäÿùåì èíòåðôåéñå ìàðøðóòèçàòîðà
î÷åðåäü íà íåì çàïîëíÿåòñÿ ïàêåòàìè. Òàêîå ïîâåäåíèå ìàðøðóòèçàòî-
ðà íàçûâàåòñÿ "ñáðîñîì õâîñòà". Ïîíÿòíî, ÷òî ïðîöåññ ñáðîñà ïàêåòîâ
ïðèâîäèò ê íåæåëàòåëüíîìó ðåçóëüòàòó, ïîýòîìó, ÷èñëî òàêèõ ñèòóàöèé
íåîáõîäèìî ñâåñòè ê ìèíèìóìó.

Òåïåðü ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Ñîõðàíèâ âñå
îáîçíà÷åíèÿ ïàðàãðàôà 2, â êà÷åñòâå ìîäåëè ìû áóäåì èìåòü áëóæäàíèå
ïî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå â òîé æå îáëàñòè, ïðè÷åì ïåðåõîäíûå âåðî-
ÿòíîñòè äëÿ îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïðÿìûìè x1 = −1, x2 = −1, x1 = s,
x2 = n− s îñòàíóòñÿ ïðåæíèìè.

Áëóæäàíèå íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå x1 = x2 = 0, ïðÿìûå x1 = −1 è
x2 = −1 � îòðàæàþùèå ýêðàíû (ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ èç ïóñòîé î÷å-
ðåäè). Îïðåäåëèì òåïåðü ïîâåäåíèå ïðîöåññà íà ïðÿìûõ x1 = s + 1
è x2 = n − s + 1, êîòîðûå è áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ñèòóàöèÿì "ñáðî-
ñà õâîñòà". Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðÿìóþ x1 = s + 1. Ïóñòü ïðîöåññ
íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè (s + 1, x2), ò.å. ïåðâàÿ î÷åðåäü çàíÿëà âñþ ïðå-
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äîñòàâëåííóþ åé ïàìÿòü è ïðîèçîøëà ïîïûòêà âêëþ÷åíèÿ åùå îäíîãî
ýëåìåíòà. Ñ âåðîÿòíîñòüþ p1 ìû îñòàåìñÿ íà ìåñòå, ò.ê. ïðè ïîïûòêå
âêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòà â ïåðåïîëíåííóþ î÷åðåäü îí áóäåò ïîòåðÿí è äëÿ
ïðîöåññà áëóæäàíèÿ íè÷åãî íå èçìåíèòñÿ, ñ âåðîÿòíîñòüþ q1 ïðîöåññ
ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå (s− 1, x2), ñ âåðîÿòíîñòüþ r - â ñîñòîÿíèå (s, x2),
ñ âåðîÿòíîñòüþ p2 � â (s, x2 + 1) è ñ âåðîÿòíîñòüþ q2 � â (s, x2 − 1).
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîâåäå-
íèÿ ïðîöåññà íà ïðÿìîé x2 = n− s + 1, òîëüêî ðàññìàòðèâàÿ ñîñòîÿíèå
(x1, n−s+1). Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìûå x1 = s+1 è x2 = n−s+1 òàêæå
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòðàæàþùèå ýêðàíû è äàííàÿ ìîäåëü îïèñû-
âàåò áëóæäàíèå â ïðÿìîóãîëüíèêå íà áåñêîíå÷íîì âðåìåíè. Ñòàâèòñÿ
çàäà÷à âûáðàòü òàêîå s, ÷òîáû äîëÿ âðåìåíè, êîòîðîå ïðîöåññ ïðîâåäåò
íà ïðÿìûõ x1 = s + 1 è x2 = n− s + 1 áûëà ìèíèìàëüíîé.

Áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì è ïðîãðàììà, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííûõ çíà-
÷åíèé âåðîÿòíîñòåé è ðàçìåðà ïàìÿòè ãåíåðèðóåò íåîáõîäèìóþ ìàòðè-
öó è íàõîäèò ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ íàøåé Ìàðêîâñêîé öåïè.
Äàëåå, èñïîëüçóÿ òåîðåìû î çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ êîíå÷íûõ ðå-
ãóëÿðíûõ öåïåé Ìàðêîâà, ìû óñòàíàâëèâàåì îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå
ïàìÿòè ìåæäó î÷åðåäÿìè, òàê, ÷òîáû âðåìÿ ïðîâåäåííîå â ñîñòîÿíèÿõ,
ãäå òåðÿþòñÿ ïàêåòû, áûëî ìèíèìàëüíûì. Óêàçàííûå òåîðåìû óñòà-
íàâëèâàþò òîò ôàêò, ÷òî äîëè âðåìåíè, êîòîðûå ïðîöåññ ïðîâîäèò â
êîíêðåòíûõ ñîñòîÿíèÿõ öåïè íà áåñêîíå÷íîì âðåìåíè, îïðåäåëÿþòñÿ
âåêòîðîì ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé. Ïî äàííîìó âåêòîðó äëÿ êàæäîãî
ðàçáèåíèÿ ïàìÿòè ìû âû÷èñëÿåì ñóììàðíóþ äîëþ âðåìåíè, êîòîðóþ
ïðîöåññ ïðîâîäèò â òåõ ñîñòîÿíèÿõ, ãëå òåðÿþòñÿ ýëåìåíòû(ïàêåòû),
âêëþ÷àåìûå â î÷åðåäè, òî åñòü íà ãðàíèöàõ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè
áëóæäàíèÿ x1 = s + 1 è x2 = n − s + 1, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñèòóà-
öèÿì "ñáðîñà õâîñòà". Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòì è ïðîãðàììà äëÿ ðåøåíèÿ
ðàññìîòðåííîé çàäà÷è.
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå àíàëèçèðóþòñÿ ìåòîäû ðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè

ñåãìåíòàìè ðàçíûõ äëèí.
Â ïàðàãðàôå 1 ïîëó÷åíà îöåíêà ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà ïàìÿòè, íåîá-

õîäèìîãî äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñåãìåíòîâ ðàçíûõ äëèí.
Äîïóñòèì, èçâåñòíî, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñóììàðíàÿ äëè-

íà çàíÿòûõ áëîêîâ íå ïðåâûøàåò M åäèíèö ïàìÿòè (ñëîâ), à äëèíà
ëþáîé çàÿâêè íå ïðåâûøàåò n ñëîâ. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ñïèñîê
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ñâîáîäíîé ïàìÿòè óïîðÿäî÷åí ïî âîçðàñòàíèþ àäðåñîâ è äëÿ óäîâëå-
òâîðåíèÿ çàïðîñîâ íà ïàìÿòü èñïîëüçóþòñÿ ñòðàòåãèè �FIRST-FIT� èëè
�BEST-FIT�. Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç N(M,n) òàêîé ìèíèìàëüíûé ðàç-
ìåð ïàìÿòè, êîòîðûé ñëåäóåò ïðåäîñòàâèòü ñèñòåìå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàÿâîê è îñâîáîæäåíèé, óäîâëåòâîðÿþùåé
ïðèâåäåííûì âûøå îãðàíè÷åíèÿì, íå âîçíèêàëî ïåðåïîëíåíèÿ ïàìÿòè.
Â ðàáîòå(Robson 1971) ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ N∗(M,n),
ãäå M è n èìåþò òîò æå ñìûñë, à N∗(M,n) îáîçíà÷àåò ìèíèìàëüíûé
íåîáõîäèìûé ðàçìåð ïàìÿòè, êîòîðûé ñëåäóåò ïðåäîñòàâèòü ñèñòåìå
ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñûëàåò çàÿâêè è óäàëÿåò áëîêè èç ïàìÿòè íåêèé
ðàçóìíûé èãðîê (íàïàäàþùèé), åãî ïðîòèâíèê (çàùèòíèê) ðàçìåùàåò
çàÿâêè â ïàìÿòè, ïðè÷åì ïåðâûé æåëàåò óâåëè÷èòü ðàçìåð çàíèìàå-
ìîé ïàìÿòè, à âòîðîé ñòðåìèòñÿ ïîìåøàòü ýòîìó. Â âûøåóïîìÿíóòîé
ñòàòüå äàíà ôîðìóëà äëÿ N∗(M, 2) è ïðèâîäÿòñÿ íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ
îöåíêè â îáùåì ñëó÷àå. Ëåãêî âèäåòü (ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ âå-
ëè÷èí N∗(M,n) è N(M,n)), ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà è òî÷íàÿ ôîðìóëà íå
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ îáñëóæèâàíèÿ ñâî-
áîäíîãî ñïèñêà ïðèìåíÿþòñÿ ñòðàòåãèè �FIRST-FIT� èëè �BEST-FIT�,
à íå ñòðàòåãèÿ íåêîåãî ðàçóìíîãî çàùèòíèêà. Íàïðèìåð, N∗(7, 2) = 10,
à N(7, 2) = 11.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ N(M, 2) è âåðõíÿÿ îöåíêà â
îáùåì ñëó÷àå. Âñå ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî îáîáùèòü äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ îöåíîê âåëè÷èíû N(M, l1, ..., ln), ãäå li � ðàçìåðû ðàçðåøåííûõ
ñåãìåíòîâ.

Òåîðåìà 14.
N(M, 2) = (3M − 1)/2 , åñëè Mmod4 = 1(M > 5);
N(M, 2) = (3M + 1)/2 , åñëè Mmod4 = 3(M > 7);
N(M, 2) = 3M/2 , åñëè Mmod2 = 0(M > 4).
Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè èñïîëüçóþòñÿ áëîêè äâóõ ðàç-

ìåðîâ, ïðè÷åì îäèí áîëüøå äðóãîãî â äâà ðàçà, òî â íàèõóäøåé
ñèòóàöèè ñóììàðíàÿ äëèíà ñâîáîäíûõ áëîêîâ ïðèìåðíî â äâà ðà-
çà ìåíüøå ñóììàðíîé äëèíû çàíÿòûõ áëîêîâ. Ýòîò ðåçóëüòàò õîðî-
øî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýìïèðè÷åñêèì �ïðàâèëîì ïÿòèäåñÿòè ïðîöåíòîâ�
Êíóòà .

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî n ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ N(M,n).
Â ïàðàãðàôå 2 äàíû îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî
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ðàñïðåäåëåíèÿ íåñòðàíè÷íîé ïàìÿòè.
Â ïóíêòàõ 1 è 2 ñòðîÿòñÿ ìîäåëè ìåòîäîâ �FIRST-FIT� è �BEST-FIT�.
Â ïóíêòå 3 ïðèâåäåíà ìîäåëü ìåòîäà �OPT-FIT�, ïðè êîòîðîé íà

êàæäîì øàãå ïîìåùàåì çàïðîñ â ñâîáîäíóþ ïàìÿòü òàê, ÷òîáû ìàêñè-
ìèçèðîâàòü ñðåäíåå âðåìÿ äî ïåðåïîëíåíèÿ ïàìÿòè.

Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè íàõîäèòñÿ çäåñü ìå-
òîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Â ïóíêòå 4 ïîñòðîåíà ìîäåëü ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ïàìÿòè îñíîâíîé ïàìÿòè ðàçäåëà, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ â øèðîêî èç-
âåñòíîé â 1980-å ãîäû îïåðàöèîííîé ñèñòåìå ÎÑ ÅÑ ÝÂÌ (IBM 360).

Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Îðãàíèçóåòñÿ ñïèñîê ñâîáîäíûõ
áëîêîâ, óïîðÿäî÷åííûé ïî óáûâàíèþ àäðåñîâ. Âñå çàïðîñû íà ïàìÿòü
ñóïåðâèçîð äåëèò íà äâà êëàññà. Çàïðîñû ïåðâîãî êëàññà óäîâëåòâîðÿ-
þòñÿ ñîãëàñíî ñòðàòåãèè �FIRST-FIT�, à äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ çàïðîñîâ
âòîðîãî êëàññà ïðîâîäèòñÿ ïîèñê ñàìîãî ïîñëåäíåãî ïîäõîäÿùåãî áëîêà
â ñïèñêå ñâîáîäíûõ áëîêîâ. Òàêîé ìåòîä çàâåäîìî óâåëè÷èâàåò âðåìÿ
ïîèñêà ñâîáîäíîãî áëîêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì �FIRST-FIT�. Èíòå-
ðåñíî îòìåòèòü, ÷òî âðåìÿ ïîèñêà â òàêîì ìåòîäå ðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè
ìîæíî ñîêðàòèòü, åñëè ñâÿçàòü ñâîáîäíûå áëîêè â ñïèñîê ñ äâóìÿ ñâÿ-
çÿìè òàê, ÷òî ïîèñê ìîæíî íà÷èíàòü òî ñ îäíîãî, òî ñ äðóãîãî êîíöà
ñïèñêà ñâîáîäíîé ïàìÿòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëåäóåò âûÿñíèòü, êîì-
ïåíñèðóþòñÿ ëè çàòðàòû íà ïîèñê ñíèæåíèåì ñòåïåíè ôðàãìåíòàöèè
ïàìÿòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, ..., xn âåêòîð äëèí ñâîáîäíûõ áëîêîâ, óïîðÿ-
äî÷åííûé ïî óáûâàíèþ àäðåñîâ. Ïóñòü p � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
çàïðîñ áóäåò ðàçìåùàòüñÿ â ïåðâîì ïîäõîäÿùåì ñâîáîäíîì áëîêå,
à 1− p � â ïîñëåäíåì ïîäõîäÿùåì ñâîáîäíîì áëîêå. Îïðåäåëåíà ôóíê-
öèÿ T (x1, ..., xn), êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò ñðåäíåå âðåìÿ äî ïåðåïîëíåíèÿ
ïàìÿòè, åñëè íà÷àëüíûì áûëî ñîñòîÿíèå ïàìÿòè x1, ..., xn.

Â ïóíêòå 5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðàç-
ðàáîòàííûìè ïðîãðàììàìè. Ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî ñðàâíåíèþ
ìåòîäîâ �FIRST-FIT� è �BEST-FIT� ïîêàçàëè, ÷òî, íàïðèìåð, äëÿ ðàâ-
íîìåðíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñòðàòåãèÿ �BEST-FIT�
ýôôåêòèâíåå.

Äëÿ àíàëèçà ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè ÎÑ ÅÑ
ÝÂÌ áûëî ïðîâåäåíî íåñêîëüêî ýêñïåðèìåíòîâ (èñïîëüçîâàëèñü ðàâíî-
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ìåðíûé, áèíîìèàëüíûé è ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ).
Äëÿ âñåõ ñåðèé ýêñïåðèìåíòîâ âðåìÿ äî ïåðåïîëíåíèÿ îêàçûâàëîñü
áîëüøå, åñëè çàïðîñû óäîâëåòâîðÿþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî ñ îäíîãî èç
êîíöîâ ñïèñêà ñâîáîäíûõ áëîêîâ. Ñàìîå õóäøåå âðåìÿ èìååì ïðè
p = 0.5, à ëó÷øèå âðåìåíà ïðè p = 1 (ìåòîä �FIRST-FIT�) è ïðè p = 0
(ìåòîä �ïîñëåäíåãî ïîäõîäÿùåãî�). Åñëè îñíîâûâàòüñÿ íà ýòèõ äàííûõ,
òî ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿ-
òè, ïðèíÿòûé â ÎÑ ÅÑ ÝÂÌ, óâåëè÷èâàÿ çàòðàòû íà ïîèñê ñâîáîäíûõ
áëîêîâ, íå ñíèæàë ñòåïåíè âíåøíåé ôðàãìåíòàöèè ïàìÿòè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâîâàë âåñüìà ïðîñòîé ñïîñîá óëó÷øåíèÿ ïðèíÿòîãî â
ÎÑ ÅÑ ÝÂÌ ìåòîäà ðàñïðåäåëåíèÿ ïàìÿòè, à èìåííî: íóæíî áûë îòêà-
çàòüñÿ îò äåëåíèÿ ñóïåðâèçîðîì âñåõ çàïðîñîâ íà êëàññû è âñå çàïðîñû
ðàçìåùàòü ñîãëàñíî ñòðàòåãèè �FIRST-FIT�. Ïðàêòè÷åñêè ýòî, âèäèìî,
ñâåëîñü áû ïðîñòî ê èñêëþ÷åíèþ íåñêîëüêèõ êîìàíä èç ñóïåðâèçîðà
ÎÑ ÅÑ.

Â Ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ ñ ìîäåëÿìè, ðàçðàáîòàííûìè äëÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
òðåìÿ ñòåêàìè â ïàìÿòè îäíîãî è äâóõ óðîâíåé.
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