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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç

îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé â ñîâðåìåííîé àëãåáðå, ÷ðåçâû÷àéíî îáøèðíûì, èíòåíñèâíî
ðàçâèâàþùèìñÿ, è èìåþùåì ìíîãî÷èñëåííûå òî÷êè ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè
ðàçäåëàìè êàê ñîáñòâåííî ìàòåìàòèêè, òàê è åñòåñòâîçíàíèÿ â öåëîì. Ôàêòè÷åñêóþ
ñåðäöåâèíó ýòîé òåîðèè ñîñòàâëÿåò èçó÷åíèå ïîäãðóïïîâîãî ñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ ãðóïï
íàä àññîöèàòèâíûìè êîëüöàìè ðàçëè÷íîé ñòåïåíè îáùíîñòè. Âîçíèêíóâ â XIX âåêå
êàê ÷àñòíàÿ çàäà÷à î êîíå÷íûõ ìàòðè÷íûõ ãðóïïàõ, èñõîäÿùàÿ èç ïîòðåáíîñòåé
òåîðèè Ãàëóà, ïðîáëåìà îïèñàíèÿ è êëàññèôèêàöèè ïîäãðóïï â çàäàííûõ ëèíåéíûõ
ãðóïïàõ, ïðîéäÿ ÷åðåç ìíîãèå ýòàïû ñâîåãî ñòàíîâëåíèÿ è ðàçâèòèÿ, ïðåâðàòèëàñü â
îáøèðíóþ âåòâü ìàòåìàòè÷åñêîãî çíàíèÿ, îáëàäàþùóþ ñâîèìè ñîáñòâåííûìè ÿçûêîì
è ïðîáëåìàòèêîé. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïîëó÷åíèå îïèñàíèÿ âñåõ ìûñëèìûõ ëèíåéíûõ
ãðóïï íàä ðàçëè÷íûìè êîëüöàìè ìàëîðåàëüíî, è ïîòîìó ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû â
òàêîé ÷ðåçâû÷àéíî øèðîêîé îáùíîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî íåïðîäóêòèâíîé.
Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñóùåñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ íà èçó÷àåìûå ìàòðè÷íûå
ãðóïïû è íà àññîöèàòèâíûå êîëüöà, íàä êîòîðûìè ýòè ãðóïïû îïðåäåëåíû, ïðèõîäèòñÿ
íàëàãàòü, ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ýòè ãðóïïû è êîëüöà ñ ðàçëè÷íûõ
ñòîðîí. Íàëîæåíèå òàêèõ îãðàíè÷åíèé ïðèâîäèò ê ðàñùåïëåíèþ ïðåäìåòà èçó÷åíèÿ
ïîäãðóïïîâîãî ñòðîåíèÿ íà ìíîæåñòâî ðàçäåëîâ è îòâåòâëåíèé, òåñíî ìåæäó ñîáîé
ïåðåïëåòåííûõ è âçàèìîäåéñòâóþùèõ.

Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ îáñòîÿòåëüñòâ, ñïîñîáñòâîâàâøèõ ñòàíîâëåíèþ è
ðàçâèòèþ ó÷åíèÿ î ïîäãðóïïîâîì ñòðîåíèè ëèíåéíûõ ãðóïï, ÿâèëîñü îáíàðóæåíèå
òîãî ôàêòà, ÷òî ýòî ñòðîåíèå â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûìè
ýëåìåíòàìè (ìàòðèöàìè) ñïåöèàëüíîãî âèäà, ñîäåðæàùèìèñÿ â ðàññìàòðèâàåìûõ
ãðóïïàõ. Ïåðâûì ïðèìåðîì ïîäîáíîãî ðîäà áûëî, âåðîÿòíî, îñîçíàíèå çíà÷åíèÿ
íàëè÷èÿ ïðîñòåéøèõ óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ (òðàíñâåêöèé), â ïîëíîé ëèíåéíîé
ãðóïïå êîíå÷íîé ñòåïåíè íàä ïîëåì ïðè îïèñàíèè íîðìàëüíûõ äåëèòåëåé ýòîé
ãðóïïû (òåîðåìà Æîðäàíà-Äèêñîíà). Óêàçàííîå âûøå îáñòîÿòåëüñòâî ñòèìóëèðîâàëî
àêòèâíûå ïîèñêè â ìàòðè÷íûõ ãðóïïàõ òåõ ìàòðèö, êîòîðûå â òîé èëè èíîé
ñòåïåíè îòâåòñòâåííû çà ñòðîåíèå ýòèõ ãðóïï. Âûÿâëåíèå òàêèõ ìàòðèö, â ñâîþ
î÷åðåäü, ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðè÷íûõ ãðóïï,
èñõîäÿ èç âèäà ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ îòäåëüíûõ ìàòðèö, ñ öåëüþ ïîñëåäóþùåé
êëàññèôèêàöèè ýòèõ ãðóïï è îòîæäåñòâëåíèÿ èõ ñ ãðóïïàìè èç èçâåñòíûõ è óæå
èçó÷åííûõ êëàññîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàëè÷èå â íåêîòîðûõ âàæíûõ (â òîì ÷èñëå
è äëÿ ïðèëîæåíèé) è ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàíèé ëèíåéíûõ ãðóïïàõ
ýëåìåíòîâ, îïðåäåëÿþùèõ ñâîéñòâà è ñòðîåíèå ýòèõ ãðóïï, åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê
ïîñòàíîâêå, äî íåêîòîðîé ñòåïåíè, îáðàòíîé ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè ëèíåéíûõ ãðóïï,
êîòîðûå ñîäåðæàò ýòè ýëåìåíòû èëè èìè ïîðîæäàþòñÿ. Äàííàÿ ïðîáëåìà î÷åíü òðóäíà,
è ðåçóëüòàòû, èäóùèå â íàïðàâëåíèè åå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åíû òîëüêî ïðè ñèëüíûõ
îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàññìàòðèâàåìûå ãðóïïû è èõ ýëåìåíòû. Âìåñòå ñ òåì, çíà÷åíèå
ðåçóëüòàòîâ òàêîãî ðîäà âåñüìà âåëèêî, ïîñêîëüêó îíè ñïîñîáñòâóþò áîëåå ÿñíîìó
ïîíèìàíèþ êàê ñòðóêòóðû óæå èçâåñòíûõ ãðóïï, òàê è îáíàðóæåíèþ íîâûõ êëàññîâ
ëèíåéíûõ ãðóïï, ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ. Èçâåñòíî, â
÷àñòíîñòè, ÷òî ìíîãèå íàèáîëåå âàæíûå ëèíåéíûå ãðóïïû (íàïðèìåð, êëàññè÷åñêèå)
ïîðîæäàþòñÿ ñîäåðæàùèìèñÿ â íèõ óíèïîòåíòíûìè ýëåìåíòàìè. Ïîýòîìó êëàññ
ëèíåéíûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ èëè ïîðîæäåííûõ óíèïîòåíòíûìè ýëåìåíòàìè îñîáåííî
èíòåðåñåí è íóæäàåòñÿ â èçó÷åíèè. Ýòîò êëàññ, à òàêæå ãðóïïû Øåâàëëå, ïîðîæäåííûå
ðàçëè÷íûìè ñîäåðæàùèìèñÿ â íèõ ïîäãðóïïàìè óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, ïðèâëåêàëè
ê ñåáå â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè âíèìàíèå ìíîãèõ àâòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [4], [5],
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[12], [13], [16], [18], [20]�[22], [24], [26], [30], [32], [33], [34], [35], [44] [46], [47], [48]). Îäíàêî
ðåçóëüòàòû ýòèõ è äðóãèõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ýòîé òåìàòèêå, áûëè ïîëó÷åíû ïðè
âåñüìà æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ. Ïîýòîìó î ëèíåéíûõ ãðóïïàõ, ñîäåðæàùèõ íåêîòîðóþ
ôèêñèðîâàííóþ ãðóïïó óíèïîòåíòíûõ ìàòðèö èçâåñòíî â îáùåì ñëó÷àå ñðàâíèòåëüíî
íåìíîãî, è êðîìå òîãî, îòñóòñòâóåò ñâÿçíîå è ïîñëåäîâàòåëüíîå èçëîæåíèå äàííîãî
ïðåäìåòà. Èìåííî â ýòî íàïðàâëåíèå òåîðèè ëèíåéíûõ ãðóïï âõîäèò íàïðàâëåíèå
íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè. Â íåé ðàçðàáàòûâàåòñÿ òåõíèêà îáðàùåíèÿ ñ óíèïîòåíòíûìè
ýëåìåíòàìè â ëèíåéíûõ ãðóïïàõ, è íà îñíîâå ýòîé òåõíèêè ñîçäàþòñÿ ìåòîäû èçó÷åíèÿ
ëèíåéíûõ ãðóïï íàä ðàçëè÷íûìè àññîöèàòèâíûìè òåëàìè. Îòìåòèì, ÷òî îïèñàíèå
ëèíåéíûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ ôèêñèðîâàííóþ ëèíåéíóþ ãðóïïó, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà
ïëîäîòâîðíûì ìåòîäîì èçó÷åíèÿ ïîäãðóïïîâîãî ñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ ãðóïï, ïðè÷åì
íàèáîëåå âàæíûì è èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ çäåñü ñëó÷àé, êîãäà ôèêñèðîâàííàÿ
ïîäãðóïïà ñîñòîèò òîëüêî èç ïîëóïðîñòûõ èëè òîëüêî èç óíèïîòåíòíûõ ìàòðèö.
Ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòèì äâóì, òåñíî ñâÿçàííûì ìåæäó ñîáîé íàïðàâëåíèÿì,
ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå áîëüøîãî ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàçäåëà òåîðèè ëèíåéíûõ ãðóïï.
Èñõîäÿ èç ìåòîäèêè ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ, íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ìîæåò áûòü
îòíåñåíà êî âòîðîìó èç ýòèõ íàïðàâëåíèé. ×òî æå êàñàåòñÿ ïåðâîãî, òî çäåñü çà
ïîñëåäíèå 30 ëåò òðóäàìè Ç. È. Áîðåâè÷à è åãî ïîñëåäîâàòåëåé Í. À. Âàâèëîâà,
Â. À. Êîéáàåâà, Å. Â. Äûáêîâîé è äð. áûëà ðàçðàáîòàíà ãëóáîêàÿ è âåñüìà
ðàçâåòâëåííàÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ ïîäãðóïïó äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.
Èìåííî ýòî ÿâëÿåòñÿ åùå îäíîé ïðè÷èíîé, ïî êîòîðîé â ôîêóñå äàííîé äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòû íàõîäÿòñÿ âîïðîñû òåîðèè ëèíåéíûõ ãðóïï, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì â ýòèõ
ãðóïïàõ óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Ñîçäàíèå òåõíèêè è ìåòîäîâ, îòíîñÿùèõñÿ êî âñåé
ñîâîêóïíîñòè óíèïîòåíòíûõ ìàòðèö, åñòåñòâåííî, íåâîçìîæíî, è ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
âûíóæäàåò ñïåöèàëèçèðîâàòü ðàññìàòðèâàåìûå óíèïîòåíòíûå ýëåìåíòû. Îäèí èç
ñïîñîáîâ òàêîé ñïåöèàëèçàöèè, äàþùèé âîçìîæíîñòü ïðîíèêíóòü â ïðåäìåò äîñòàòî÷íî
ãëóáîêî, è òåì ñàìûì îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèå è ðàìêè èññëåäîâàíèé, ñîäåðæàùèõñÿ
â äèññåðòàöèè, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå òåëî, n, r � öåëûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî n ≥ 2, 0 < r ≤ [n
2
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ïóñòü k � ïîäòåëî òåëà R. Êâàäðàòè÷íîé óíèïîòåíòíîé k-ïîäãðóïïîé âû÷åòà r ãðóïïû
GLn(R) áóäåì íàçûâàòü ëþáóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû GLn(R), ñîïðÿæåííóþ â GLn(R) ñ
ãðóïïîé, ñîñòîÿùåé èç âñåõ ìàòðèö
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Âñÿêèé ýëåìåíò èç GLn(R), ñîäåðæàùèéñÿ â íåêîòîðîé êâàäðàòè÷íîé óíèïîòåíòíîé
k-ïîäãðóïïå âû÷åòà r ãðóïïû GLn(R), áóäåì íàçûâàòü êâàäðàòè÷íûì óíèïîòåíòíûì
ýëåìåíòîì âû÷åòà r ãðóïïû GLn(R). Êâàäðàòè÷íûé óíèïîòåíòíûé ýëåìåíò âû÷åòà
1 (ñîîòâåòñòâåííî 2) íàçûâàåòñÿ òðàíñâåêöèåé (ñîîòâåòñòâåííî äëèííûì êîðíåâûì
ýëåìåíòîì), à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó êâàäðàòè÷íàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ
êîðíåâîé k-ïîäãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî äëèííîé êîðíåâîé k-ïîäãðóïïîé). Òðàíñâåêöèè
ÿâëÿþòñÿ, ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå èçó÷åííûìè èç âñåõ óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ ÷òî,
âïðî÷åì, âåñüìà åñòåñòâåíííî, èáî êëàññ ëèíåéíûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ òðàíñâåêöèè,
âêëþ÷àåò â ñåáÿ íàèáîëåå âàæíûå êëàññè÷åñêèå ãðóïïû. Â ñëó÷àå, åñëè R ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì ïîëåì, À. Å. Çàëåññêèé è Â. Í. Ñåðåæêèí [12] ïåðå÷èñëèëè âñå íåïðèâîäèìûå
ïîäãðóïïû ãðóïïû GLn(R) ñòåïåíè n ≥ 2, ñîäåðæàùèå òðàíñâåêöèþ. Äëÿ áåñêîíå÷íîãî
ïîëÿ R ïîëó÷åíèå ïîäîáíîãî ïåðå÷èñëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàëîâåðîÿòíûì, è ïîòîìó
â ýòîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì ëèíåéíûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ
êîðíåâóþ k-ïîäãðóïïó, ãäå k � ïîäïîëå ïîëÿ R. Ïåðâûé øàã â ýòîì íàïðàâëåíèè ñäåëàë
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Äæ. Ìàêëàôëèí [33], êîòîðûé êëàññèôèöèðîâàë íåïðèâîäèìûå ïîäãðóïïû ãðóïïû
GLn(R), ïîðîæäåííûå êîðíåâûìè R-ïîäãðóïïàìè. Ä. À. Ñóïðóíåíêî [15] ÷àñòè÷íî
ðàñïðîñòðàíèë ðåçóëüòàò Ìàêëàôëèíà íà ëèíåéíûå ãðóïïû íàä ïðîèçâîëüíûì
íåêîììóòàòèâíûì àññîöèàòèâíûì òåëîì R. Ïîëíîñòüþ ðåçóëüòàò Ìàêëàôëèíà áûë
ïåðåíåñåí íà íåêîììóòàòèâíûå òåëà Âàâèëîâûì [4] è Ëè Øàíüæè [30]. Â [1],
[2] áûëè îïèñàíû íåïðèâîäèìûå ïîäãðóïïû ãðóïïû GLn(R) íàä áåñêîíå÷íûì
ïîëåì R õàðàêòåðèñòèêè íå ðàâíîé 2, ñîäåðæàùèå êîðíåâóþ k-ïîäãðóïïó, ãäå k
� ïîäïîëå ïîëÿ R òàêîå, ÷òî ðàñøèðåíèå R/k àëãåáðàè÷íî. Ïîïûòêè ðåøèòü
àíàëîãè÷íóþ ïðîáëåìó äëÿ êâàäðàòè÷íûõ óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ âû÷åòà áîëüøå
1 ñòàëêèâàþòñÿ ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè. Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîëó÷åí ðÿä
ãëóáîêèõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ýòîé çàäà÷è, íî íåäîñòàòî÷íî ðàçðàáîòàíû àñïåêòû,
ñâÿçûâþùèå ýòè ðåçóëüòàòû â åäèíîå öåëîå. Ñðåäè ðàáîò ïî ýòîé òåìàòèêå
âûäåëÿåòñÿ öèêë ñòàòåé Ô. Òèììåñôåëüäà ([40]�[43], [45]) î ãðóïïàõ, ñîäåðæàùèõ
ïîäãðóïïû, îïðåäåëÿåìûå àáñòðàêòíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ àêñèîìàòèçàöèè íåêîòîðûõ
ñâîéñòâ ãðóïï êâàäðàòè÷íûõ óíèïîòåíòíûõ ìàòðèö. Òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ïî ñâîåé
ñóùíîñòè ìåòîä Òèììåñôåëüäà ïîëó÷èë áîëåå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ â ñòàòüå
Ã. Êóéïåðñà [19]. Ýòà èíòåðïðåòàöèÿ â ñî÷åòàíèè ñ ïîíÿòèåì ñëàáîãî âëîæåíèÿ
À. Ñòåéíáàõ [38], ïðèâîäèò ê õàðàêòåðèçàöèè êëàññè÷åñêèõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ
òðàíñâåêöèè è ñâÿçàííûõ ñ (êîñî-)ýðìèòîâûìè èëè (ïñåâäî-)êâàäðàòè÷íûìè
ôîðìàìè, êàê ëèíåéíûõ ãðóïï, ïîðîæäåííûõ êëàññîì àáñòðàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïï,
ñâîéñòâà êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ àáñòðàãèðîâàíèåì íåêîòîðûõ ñâîéñòâ òðàíñâåêöèé.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ çàìåòíîå âëèÿíèå íà èçó÷åíèå ëèíåéíûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ
óíèïîòåíòíûå ìàòðèöû, îêàçûâàåò ðàçðàáîòàííàÿ è äàëåêî ïðîäâèíóòàÿ òåîðèÿ
ëèíåéíûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû. Íàèáîëåå ÿðêèì ïðèìåðîì
òàêîãî âëèÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå Í. À. Âàâèëîâûì è Â. À. Ïåòðîâûì ([6], [7]) çàäà÷è
îïèñàíèÿ ïîäãðóïï ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû íàä êîëüöîì R, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòàðíûå
ïîäãðóïïû êëàññè÷åñêèõ ãðóïï â âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà, ðåøàåìàÿ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, � ýòî ïðîáëåìà îïèñàíèÿ
ëèíåéíûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ êâàäðàòè÷íûå óíèïîòåíòíûå ýëåìåíòû. Äëÿ ëèíåéíûõ
ãðóïï íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè ýòà ïðîáëåìà áûëà ðåøåíà â èçâåñòíîé ðàáîòå Äæ.
Òîìïñîíà [39]. Ñèòóàöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ðàññìîòðåíèåì ïðîèçâîëüíûõ, ò. å. íå îáÿçàòåëüíî
êîíå÷íûõ ïîëåé, îêàçàëàñü çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîé òàê êàê ïðè èçó÷åíèè
ëèíåéíûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ êâàäðàòè÷íûå óíèïîòåíòíûå k-ïîäãðóïïû âû÷åòà r >
1 âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ ìàòðè÷íûõ ãðóïï íàä íåêîììóòàòèâíûìè
òåëàìè, èìåþùèìè êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü íàä ñâîèì öåíòðîì. Òàê, ïîñêîëüêó ëþáîå
òåëî êâàòåðíèîíîâ ðåàëèçóåòñÿ ìàòðèöàìè ñòåïåíè 2 íàä ñâîèì ìàêñèìàëüíûì
ïîäïîëåì, òî ïðè r = 2 ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ çàäà÷åé èññëåäîâàíèÿ ìàòðè÷íûõ ãðóïï
íàä òåëàìè êâàòåðíèîíîâ. Ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì ìîòèâèðóåòñÿ îäíî èç íàïðàâëåíèé
äàííîé ðàáîòû � èçó÷åíèå ïîäãðóïï ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû ñòåïåíè n ≥ 2 íàä òåëîì
êâàòåðíèîíîâ D, ñîäåðæàùèõ êîðíåâóþ k-ïîäãðóïïó, ãäå k � ïîäïîëå öåíòðà òåëà D
òàêîå, ÷òî D àëãåáðàè÷íî íàä k. Çàìåòèì, ÷òî òàêîå èçó÷åíèå èìååò ñàìîñòîÿòåëüíûé
èíòåðåñ, ÿâëÿÿñü îäíîé èç äàâíî ïîñòàâëåííûõ ïðîáëåì òåîðèè ëèíåéíûõ ãðóïï,
âîñõîäÿùåé ê ñòàâøåé êëàññè÷åñêîé ñòàòüå Æ. Äüåäîííå [23].

Èòîãîì ïðèìåíåíèÿ ñîçäàííûõ â äèññåðòàöèè ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ñíÿòèå ìíîãèõ
îãðàíè÷åíèé, ïðè ñîáëþäåíèè êîòîðûõ äîêàçûâàëèñü ðàíåå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ
ïîäãðóïïîâîãî ñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ óíèïîòåíòíûå ýëåìåíòû. Ýòà
ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíàÿ ñèòóàöèÿ, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ïðèâîäèò ê áîëåå ÿñíîìó è ÷åòêîìó
ïîíèìàíèþ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû è ïðèðîäû ìíîãèõ âàæíûõ (â òîì ÷èñëå
êëàññè÷åñêèõ) ëèíåéíûõ ãðóïï. Âñå ýòî ïîäòâåðæäàåò êàê íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ,
ïðîâåäåííîãî â äèññåðòàöèè, òàê è íåñîìíåííóþ àêòóàëüíîñòü òåìû ýòîãî èññëåäîâàíèÿ.
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Öåëü ðàáîòû è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå
ïîäãðóïïîâîé ñòðóêòóðû ïîëíûõ ëèíåéíûõ ãðóïï íàä ðàçëè÷íûìè òåëàìè. Ýòà öåëü
ðåàëèçóåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è îïèñàíèÿ ïîäãðóïï ïîëíûõ ëèíåéíûõ ãðóïï íàä òåëàìè
êâàòåðíèîíîâ, ñîäåðæàùèõ êîðíåâóþ ïîäãðóïïó, à òàêæå ïîäãðóïï ïîëíûõ ëèíåéíûõ
ãðóïï íàä ïîëÿìè, ñîäåðæàùèõ êîììóòàíò îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû èíäåêñà áîëüøå 1.

Îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà ìàòðè÷íûõ ãðóïï íàä òåëàìè, à åãî ïðåäìåò ñîñòîèò â
âûÿâëåíèè ñâÿçåé ìåæäó âíóòðåííèì ñòðîåíèåì àññîöèàòèâíûõ k-àëãåáð ñ äåëåíèåì è
ñòðîåíèåì ìàòðè÷íûõ ãðóïï íàä ýòèìè àëãåáðàìè.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû ïðîâåäåííîãî èñëåäîâàíèÿ. Â ñâîåé ÷àñòè,
îòíîñÿùåéñÿ ê ëèíåéíûì ãðóïïàì íàä òåëàìè êâàòåðíèîíîâ, íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ
îðãàíè÷íî ñâÿçàíà ñ èññëåäîâàíèåì ëèíåéíûõ ãðóïï íàä íåêîììóòàòèâíûìè
(àññîöèàòèâíûìè) òåëàìè, ïðîâîäèâøèìñÿ Ä. À. Ñóïðóíåíêî è À. Å. Çàëåññêèì ([9]�
[11], [15]). Â õîäå ýòîãî èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîêàçûâàþùèå, ÷òî
õîòÿ ðÿä ðåçóëüòàòîâ î ëèíåéíûõ ãðóïïàõ íàä ïîëåì åñòåñòâåííî îáîáùàåòñÿ íà
ñëó÷àé íåêîììóòàòèâíûõ òåë, íåêîòîðûå âàæíûå òåîðåìû â ýòîì ñëó÷àå òåðÿþò ñèëó.
Äðóãèå ôàêòû ïîäîáíîãî ðîäà ìîæíî íàéòè â êíèãå [36], ãäå ñèñòåìàòèçèðîâàíû
íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ëèíåéíûõ ãðóïï íàä íåêîììóòàòèâíûìè òåëàìè.
Âûøåñêàçàííîå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ èçó÷åíèÿ ïîäãðóïïîâîãî ñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ
ãðóïï íàä íåêîììóòàòèâíûìè òåëàìè äîëæíû ðàçðàáàòûâàòüñÿ è ïðèìåíÿòüñÿ ìåòîäû,
ðàäèêàëüíî îòëè÷àþùèåñÿ îò ìåòîäîâ, ñîçäàííûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ ãðóïï
íàä ïîëÿìè. Ìåòîäû òàêîãî èññëåäîâàíèÿ, ñîçäàííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, áàçèðóþòñÿ
íà ðåçóëüòàòàõ Æ. Äüåäîííå è À. Àëáåðòà î òåëàõ êâàòåðíèîíîâ. Â ñâîåé ðàáîòå [23]
(ñì. òàêæå [8]) Æ. Äüåäîííå îáíàðóæèë ñóùåñòâîâàíèå ãîìîìîðôèçìà ìåæäó, ñ
îäíîé ñòîðîíû, óíèòàðíîé ãðóïïîé ñòåïåíè 3 íàä òåëîì êâàòåðíèîíîâ, îïðåäåëåííîé
ñ ïîìîùüþ êîñîýðìèòîâîé ôîðìû èíäåêñà 1 îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé èíâîëþöèè
ñèìïëåêòè÷åñêîãî òèïà ýòîãî òåëà, è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, óíèòàðíîé ãðóïïîé ñòåïåíè
4 íàä ìàêñèìàëüíûì ïîäïîëåì ýòîãî òåëà. Ýòîò ãîìîìîðôèçì ëåæèò â îñíîâå
äîêàçàòåëüñòâ ðÿäà óòâåðæäåíèé äàííîé ðàáîòû, ïîñêîëüêó îí äàåò âîçìîæíîñòü
èñïîëüçîâàòü äîêàçàííûå ðàíåå àâòîðîì â [1], [2] ðåçóëüòàòû î ëèíåéíûõ ãðóïïàõ
íàä ïîëÿìè, ñîäåðæàùèõ êîðíåâóþ ïîäãðóïïó, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ ãðóïï íàä
òåëàìè êâàòåðíèîíîâ.

Â äèññåðòàöèè òàêæå ñîçäàí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ íåïðèâîäèìûõ ëèíåéíûõ ãðóïï íàä
àëãåáðàìè ñ äåëåíèåì, îñíîâûâàþùèéñÿ íà ñâîéñòâàõ ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ
òðàíñâåêöèé, ââåäåííîãî â äèññåðòàöèè. Õîòÿ ýòè àëãåáðû ñ äåëåíèåì ìîãóò áûòü
êîììóòàòèâíûìè, ñàì ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü ñîçäàí ëèøü ïðè èññëåäîâàíèè ëèíåéíûõ
ãðóïï íàä íåêîììóòàòèâíûìè òåëàìè, êîòîðûå äîëæíû ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàòüñÿ íå
ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ ÷èñòî âíåøíåé ñòðóêòóðû, à êàê àëãåáðû íàä ïîäïîëÿìè ñâîèõ
öåíòðîâ. Òàêîé ïîäõîä âåäåò ê ñóùåñòâåííûì òðóäíîñòÿì, ñâÿçàííûì ñî ñëîæíîñòüþ è
ðàçíîîáðàçèåì ñòðóêòóðû íåêîììóòàòèâíûõ àëãåáð è òðåáóåò íîâîé òåõíèêè îáðàùåíèÿ
ñ ýëåìåíòàìè ëèíåéíûõ ãðóïï íàä ýòèìè àëãåáðàìè. Òåõíèêà òàêîãî ðîäà ñîçäàíà â
äèññåðòàöèè, è íà åå îñíîâå óäàåòñÿ âûÿâèòü è ðàñïîçíàòü òàêèå ïîäãðóïïû ëèíåéíûõ
ãðóïï íàä òåëàìè êâàòåðíèîíîâ, êîòîðûå â ïðèíöèïå íå ìîãóò áûòü îáíàðóæåíû
ïðèìåíÿâøèìèñÿ ðàíåå ÷èñòî âíåøíèìè ìåòîäàìè. Äîêàçàòåëüñòâà ïðàêòè÷åñêè
âñåõ ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè áàçèðóþòñÿ íà ðàññìîòðåíèè ñîäåðæàùèõñÿ
â èññëåäóåìûõ ãðóïïàõ ïîäãðóïï óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, ïî âîçìîæíîñòè, áîëåå
ïðîñòîãî âèäà (â îñíîâíîì ïîäãðóïï êâàäðàòè÷íûõ óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ âû÷åòîâ
1 è 2). Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ èñïîëüçîâàíèå ïðîñòåéøèõ êâàäðàòè÷íûõ
óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ ïðèâîäèò ê ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì. Â ýòîì
ñëó÷àå óäîáíî èñïîëüçîâàòü óíèïîòåíòíûå ýëåìåíòû áîëåå ñëîæíîãî âèäà, ò. å. òå,
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ìèíèìàëüíûå ïîëèíîìû êîòîðûõ èìåþò ñòåïåíü á�îëüøóþ ÷åì 2. Îáúÿñíåíèå ýòîãî
ôåíîìåíà, ïî-âèäèìîìó, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëó÷àåìûå íàìè ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ
ïîäãðóïïîâîãî ñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ ãðóïï, èìåþò, ñòðîãî ãîâîðÿ, àáñòðàêòíî-ãðóïïîâîé
õàðàêòåð è òðåáóþò ñîçäàíèÿ èìåííî òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé òåõíèêè îáðàùåíèÿ ñ
óíèïîòåíòíûìè ýëåìåíòàìè, íå çàâèñÿùåé îò èõ ìàòðè÷íîé ïðèðîäû. Â äèññåðòàöèè
çàëîæåíà ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâ, îñíîâàííûõ íà ó÷åòå ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà.

Êðîìå ýòèõ, ñîçäàííûõ àâòîðîì ìåòîäîâ, â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ îáùèå
òðàäèöèîííûå ìåòîäû òåîðèè ãðóïï è ëèíåéíîé àëãåáðû, à òàêæå áîëåå ñïåöèàëüíûå
ìåòîäû òåîðèè ëèíåéíûõ ãðóïï è òåîðèè êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð ñ äåëåíèåì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Âñå ðåçóëüòàòû
â äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îäíîé èç íàèáîëåå òðóäíûõ ñòîðîí èññëåäîâàíèé,
ïðîâîäèìûõ â ðàìêàõ òåîðèè ìàòðè÷íûõ ãðóïï, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ
ïðîèçâîëüíûõ ïîäãðóïï ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû íàä ïðîèçâîëüíûì òåëîì, ñêàæåì
òåëîì K, ñîäåðæàùèõ ôèêñèðîâàííóþ ïîäãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç ìàòðèö, âñå ýëåìåíòû
êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ñîáñòâåííîìó ïîäòåëó òåëà K. Íåîáõîäèìîñòü
ðàññìîòðåíèÿ ïîäîáíûõ ñèòóàöèé, ñâÿçàííûõ ñ ðàñøèðåíèåì îñíîâíîãî òåëà, âîçíèêàåò
ïðè âñÿêîé ïîïûòêå ðåøèòü êàêóþ-ëèáî ïðîáëåìó, êàñàþùóþñÿ äîñòàòî÷íî ãëóáîêîãî
ïðîíèêíîâåíèÿ â âîïðîñ ïîäãðóïïîâîãî ñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ ãðóïï (â êà÷åñòâå ïðèìåðà
òàêîé ïðîáëåìû ìîæíî ïðèâåñòè ïðîáëåìó îïèñàíèÿ ôîðì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï).
Õàðàêòåðíîé ñòîðîí èññëåäîâàíèé äèññåðòàöèè, ïîäòâåðæäàþùèõ èõ íîâèçíó, ÿâëÿåòñÿ
ïðîâåäåíèå ýòèõ èññëåäîâàíèé â êîíòåêñòå ðàñøèðåíèÿ îñíîâíîãî ïîëÿ. Â äèññåðòàöèè
âïåðâûå ïîëó÷åíî îïèñàíèå øèðîêîãî êëàññà ïîäãðóïï ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû íàä
òåëîì, îïðåäåëÿåìîãî ëèøü ïîäïîëåì öåíòðà ýòîãî òåëà, à íå âñåì öåíòðîì. Ýòî
ïðîÿñíÿåò ïîäãðóïïîâóþ ñòðóêòóðó ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû è ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ
äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Íà çàùèòó
âûíîñÿòñÿ:

1) êëàññèôèêàöèÿ ïîäãðóïï ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû íàä òåëîì êâàòåðíèîíîâ,
ñîäåðæàùèõ êëàññè÷åñêóþ ïîäãðóïïó íàä ïîäòåëîì;

2) êëàññèôèêàöèÿ ïîäãðóïï ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû íàä àëãåáðîé ñ äåëåíèåì,
ñîäåðæàùèõ ñïåöèàëüíóþ ëèíåéíóþ ãðóïïó íàä ïîäàëãåáðîé;

3) êëàññèôèêàöèÿ íåïðèâîäèìûõ ïîäãðóïï ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû íàä òåëîì
êâàòåðíèîíîâ, ñîäåðæàùèõ êîðíåâóþ ïîäãðóïïó;

4) ïîäãðóïïîâîå ñòðîåíèå ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû ñòåïåíè 4 íàä òåëîì
êâàòåðíèîíîâ;

5) êëàññèôèêàöèÿ ïîäãðóïï ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû íàä ïîëåì, ñîäåðæàùèõ
êîììóòàíò îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ. Ðàáîòà âûïîëíåíà ñîèñêàòåëåì ëè÷íî. Ñîâìåñòíûõ
ðàáîò íåò.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëàãàëèñü íà
Ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ïàìÿòè Ì. È. Êàðãàïîëîâà (Êðàñíîÿðñê,
1993), êîíôåðåíöèè ½Àëãåáðà è àíàëèç“ (Êàçàíü, 1994), Áåëîðóññêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
êîíôåðåíöèÿõ (Ìèíñê, 1996, 2000), Ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè
ïàìÿòè Ä. Ê. Ôàääååâà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 1997), Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
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êîíôåðåíöèè ïàìÿòè Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà (Ìîñêâà, 1998), Ìåæäóíàðîäíîé
àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ïàìÿòè Ç. È. Áîðåâè÷à (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2002),
êîíôåðåíöèè ½Ãðóïïû è ãðóïïîâûå êîëüöà“ (Óñòðîíü, 2003), êîíôåðåíöèè ïî
îáùåé àëãåáðå (Äðåçäåí, 2004), à òàêæå íà çàñåäàíèÿõ àëãåáðàè÷åñêîãî ñåìèíàðà
Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè Àêàäåìèè íàóê Áåëàðóñè, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîðîäñêîãî
àëãåáðàè÷åêîãî ñåìèíàðà, ñåìèíàðà ïî òåîðèè ãðóïï óíèâåðñèòåòà ïðîâèíöèè
Ìàíèòîáà.

Îïóáëèêîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
îïóáëèêîâàíû â 13 ñòàòüÿõ è 9 òåçèñàõ êîíôåðåíöèé.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ
îñíîâíîé ÷àñòè (âêëþ÷àÿ ëèòåðàòóðíûé îáçîð), çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ
èñòî÷íèêîâ. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 270 ñòðàíèöàõ, âêëþ÷àÿ ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ
èñòî÷íèêîâ èç 246 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîäåðæèò êðàòêèé îáçîð ñòàòåé, âûøåäøèõ â îñíîâíîì

çà ïîñëåäíèå 15 ëåò, è èìåþùèõ íàèáîëåå áëèçêîå îòíîøåíèå ê ïðåäìåòó äèññåðòàöèè.
Ñîáñòâåííî ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ãëàâàõ.
Ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ ñîäåðæàíèÿ ýòèõ ÷åòûðåõ ãëàâ.

Ïóñòü ñíà÷àëà D � ïðîèçâîëüíîå àññîöèàòèâíîå òåëî õàðàêòåðèñòèêè 6=2,
àëãåáðàè÷íîå íàä ïîäïîëåì ñâîåãî öåíòðà k. Ïóñòü n � öåëîå ÷èñëî, n ≥ 2, è L �
ïîäòåëî òåëà D. ×åðåç Ln îáîçíà÷àåòñÿ ïðàâîå âåêòîðíîå L-ïðîñòðàíñòâî âñåõ ñòðîê èç
n ýëåìåíòîâ òåëà L. Åñëè V � ïðàâîå âåêòîðíîå êîíå÷íîìåðíîå L-ïðîñòðàíñòâî, òî V ∗

� ëåâîå âåêòîðíîå L-ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ñ V . Ïóñòü G ≤ GLn(D). ×åðåç T (G)
îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òðàíñâåêöèé èç G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T (G) 6= ∅, è ïóñòü
g ∈ T (G). Åñëè GLn(D) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãðóïïà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà
Dn = E, òî g(x) = x + sψ(x) ïðè âñåõ x ∈ E, ãäå s ∈ E, ψ ∈ E∗ � ôèêñèðîâàííûå
íåíóëåâûå ýëåìåíòû òàêèå, ÷òî ψ(s) = 0. Òðàíñâåêöèÿ g, îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì,
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç g(s, ψ), ïðè÷åì âåêòîð s áóäåò íàçûâàòüñÿ íàïðàâëåíèåì ýòîé
òðàíñâåêöèè. Åñëè g = g(s, ψ) ∈ T (G), òî îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

M(s, ψ,G) = {α ∈ D# | g(s, αψ) ∈ G} ∪ {0},

êîòîðîå íàçîâåì ìíîæåñòâîì G-ïàðàìåòðîâ òðàíñâåêöèè g(s, ψ). Ìíîæåñòâî G-
ïàðàìåòðîâ òðàíñâåöèè çàâèñèò îò âûáîðà ïàðû èç E × E∗, îïðåäåëÿþùåé ýòó
òðàíñâåêöèþ: ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîé ïàðå ýòî ìíîæåñòâî çàìåíÿåòñÿ íà ñîïðÿæåííîå
ñ íèì â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå òåëà D. Î÷åâèäíî, M(s, ψ, G) � ïîäãðóïïà
àääèòèâíîé ãðóïïû òåëà D. Òåì íå ìåíåå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà G
� íåïðèâîäèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(D), ñîäåðæàùàÿ êîðíåâóþ k-ïîäãðóïïó,
ìíîæåñòâî G-ïàðàìåòðîâ òðàíñâåêöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â G, íåñåò íà ñåáå àëãåáðàè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó áîëåå òîíêóþ, ÷åì ñòðóêòóðà àääèòèâíîé ïîäãðóïïû òåëà D è îáëàäàåò
çíà÷èòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G â öåëîì. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè
íà âåêòîðíîì k-ïðîñòðàíñòâå D ââåñòè îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ◦, ñâÿçàííóþ ñ èñõîäíûì
óìíîæåíèåì â D ñëåäóþùèì îáðàçîì: a ◦ b = 1

2
(ab + ba), òî D îòíîñèòåëüíî òàêîãî

óìíîæåíèÿ è èìåþùåãîñÿ ñëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ éîðäàíîâîé k-àëãåáðîé, îáîçíà÷àåìîé
D(+). Òî÷íûé ñìûñë óïîìÿíóòîãî âûøå ïîíÿòèÿ èíâàðèàíòíîñòè ãðóïïû G-ïàðàìåòðîâ
äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
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Òåîðåìà 1 Ïóñòü D � àññîöèàòèâíîå òåëî õàðàêòåðèñòèêè 6= 2, k � ïîäïîëå åãî
öåíòðà òàêîå, ÷òî D àëãåáðàè÷íî íàä k, n ≥ 2 � öåëîå ÷èñëî, G � íåïðèâîäèìàÿ
T -ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(D), ñîäåðæàùàÿ êîðíåâóþ k-ïîäãðóïïó. Åñëè g = g(s, ψ), τ =
τ(p, χ) � ïðîèçâîëüíûå òðàíñâåêöèè èç G (s, p ∈ Dn = E, ψ, χ ∈ E∗), òî ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) G ñîäåðæèò êîðíåâóþ k-ïîäãðóïïó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâîëüíîé
òðàíñâåêöèè èç ãðóïïû G;

2) M(s, ψ,G) � ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî k-ïðîñòðàíñòâà D;

3) äëÿ íåêîòîðîãî δ ∈ D# è íåêîòîðîãî ε ∈ M(p, χ,G) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

δM(s, ψ, G)δ−1 = M(p, εχ, G);

4) äëÿ íåêîòîðîãî γ ∈ D# òàêîãî, ÷òî γ ∈ M(s, ψ,G) ìíîæåñòâî M(s, γψ, G)
ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé éîðäàíîâîé k-àëãåáðû D(+).

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ âàæíûì èíñòðóìåíòîì â èçó÷åíèè ëèíåéíûõ ãðóïï íàä
íåêîììóòàòèâíûìè òåëàìè. Â äèññåðòàöèè îíà â îñíîâíîì ôèãóðèðóåò â ïðèìåíåíèè
ê ëèíåéíûì ãðóïïàì íàä òåëàìè êâàòåðíèîíîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûì îáúåêòîì
èññëåäîâàíèÿ ãëàâ 2 � 4. Áîëåå òî÷íî, â ýòèõ ãëàâàõ èçó÷àþòñÿ ëèíåéíûå ãðóïïû íàä
òåëàìè êâàòåðíèîíîâ, ñîäåðæàùèå êîðíåâóþ ïîäãðóïïó.

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè D � òåëî êâàòåðíèîíîâ, öåíòðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîëå
F õàðàêòåðèñòèêè 6=2; k � ïîäïîëå ïîëÿ F òàêîå, ÷òî F àëãåáðàè÷íî íàä k. Åñëè
P � ïîäïîëå ïîëÿ F , òî Qsdr(D,P ) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäòåë òåëà D, ÿâëÿþùèõñÿ
òåëàìè êâàòåðíèîíîâ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé, îïðåäåëåííûõ â D, è èìåþùèõ P ñâîèì
öåíòðîì. Åñëè L � ïîäòåëî òåëà D, òî Inv(L) � ìíîæåñòâî âñåõ àíòèàâòîìîðôèçìîâ
âòîðîãî ïîðÿäêà (èíâîëþöèé) òåëà L. Åñëè σ ∈ Inv(L), òî Fsd0(V, σ) � ìíîæåñòâî âñåõ
íåâûðîæäåííûõ σ-êîñîýðìèòîâûõ ôîðì íà âåêòîðíîì L-ïðîñòðàíñòâå V , èíäåêñ Âèòòà
êîòîðûõ îòëè÷åí îò íóëÿ. Åñëè n ≥ 2, ÷åðåç Γ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ãðóïïà GLn(D).
Åñëè Φ ∈ Fsd0(V, σ) è dim V = n, òî Tn(L, Φ, σ) = T (V, Φ, σ) � íîðìàëüíûé äåëèòåëü
óíèòàðíîé ãðóïïû ôîðìû Φ, ïîðîæäåííûé âñåìè òðàíñâåêöèÿìè, ñîäåðæàùèìèñÿ â
ýòîé óíèòàðíîé ãðóïïå.

Ïåðâûì, åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèì ýòàïîì èññëåäîâàíèé, êàê è â ñëó÷àå ïîëÿ,
ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ïîäãðóïï ãðóïïû Γ, ñîäåðæàùèõ îäíó èç êëàññè÷åñêèõ ãðóïï
íàä ïîäïîëåì òåëà D. Âíà÷àëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäãðóïïû ãðóïïû Γ, ñîäåðæàùèå
ãðóïïó SLn(k). Óæå çäåñü íåêîììóòàòèâíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ñîçäàåò
çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè, òðåáóÿ ïðèìåíåíèÿ ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè
òåîðåìû 1. Îñîáåííî ýòî êàñàåòñÿ ãðóïï ñòåïåíè 2, îïèñàíèå êîòîðûõ äàåòñÿ ñëåäóþùåé
òåîðåìîé, â êîòîðîé ôàêòè÷åñêè îïèñûâàþòñÿ ïîäãðóïïû ãðóïïû GL2(D), ñîäåðæàùèå
êîðíåâóþ k-ïîäãðóïïó.

Òåîðåìà 2 Åñëè SL2(k) ≤ X ≤ GL2(D), òî X ñîäåðæèò íîðìàëüíûé äåëèòåëü G,
äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1) G = SL2(K), ãäå K � ïîäòåëî òåëà D,K ⊇ k;

2) G = T2(K, Φ, σ), ãäå K ∈ Qsdr(D, P ), P ⊇ k, èíâîëþöèÿ σ ∈ Inv(K) èìååò
îðòîãîíàëüíûé èëè óíèòàðíûé òèï, Φ ∈ Fsd0(K

2, σ).
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Åñëè n ≥ 3, è ãðóïïà X ñîäåðæèò ñïåöèàëüíóþ ëèíåéíóþ ãðóïïó íàä íåêîòîðûì
òåëîì (âîçìîæíî êîììóòàòèâíûì), òî ìíîæåñòâî X-ïàðàìåòðîâ òðàíñâåêöèé èç X
èìååò ñòðóêòóðó àññîöèàòèâíîãî òåëà, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåòü ýòîò ñëó÷àé
äëÿ òåë çíà÷èòåëüíî áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì òåëà êâàòåðíèîíîâ.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíîå òåëî õàðàêòåðèñòèêè 6= 2, è K � ïîäòåëî òåëà
B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B è K ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè íàä ïîäïîëåì k öåíòðà òåëà B, è
÷òî B àëãåáðàè÷íî íàä k. Ïóñòü n � öåëîå ÷èñëî, n ≥ 3. Åñëè SLn(K) ≤ X ≤ GLn(B),
òî X ¥ SLn(L), ãäå L � ïîäàëãåáðà k-àëãåáðû B.

Äàëåå, ïóñòü J � åäèíñòâåííàÿ èíâîëþöèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî òèïà òåëà
êâàòåðíèîíîâ D. Îãðàíè÷åíèå ýòîé èíâîëþöèè íà ëþáîå ïîäòåëî òåëà D, èíâàðèàíòíîå
â öåëîì îòíîñèòåëüíî J , òàêæå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç J . Ïóñòü C � ïîäòåëî òåëà
D, σ ∈ Inv(C), n � öåëîå ÷èñëî, n ≥ 3, Φ ∈ Fsd0(C

n, σ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k ñîäåðæèòñÿ
â ìíîæåñòâå âñåõ σ-ñèììåòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ òåëà C. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïåðå÷èñëÿåò
ñëó÷àè, â êîòîðûõ îïèñàíèå ïîäãðóïï ãðóïïû Γ, ñîäåðæàùèõ ãðóïïó Tn(C, Φ, σ) èìååò
ñòàíäàðòíûé õàðàêòåð.

Òåîðåìà 4 Ïóñòü Tn(C, Φ, σ) ≤ X ≤ Γ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) C íåêîììóòàòèâíî;

2) C êîììóòàòèâíî, n 6= 4;

3) C êîììóòàòèâíî, n = 4,M(s, ψ, X) * F äëÿ íåêîòîðîé òðàíñâåêöèè g(s, ψ) ∈ X;

4) C êîììóòàòèâíî, n = 4, M(s, ψ, X) ⊆ F äëÿ âñåõ g(s, ψ) ∈ T (X), σ 6= J |C.

Òîãäà X ñîäåðæèò â êà÷åñòâå íîðìàëüíîãî äåëèòåëÿ ïîäãðóïïó, ñîâïàäàþùóþ ëèáî
ñ ãðóïïîé SLn(L), ëèáî ñ ãðóïïîé Tn(L, ΦL, σ′), ãäå L � ïîäòåëî òåëà D, L ⊇ k, σ′ ∈
Inv(L), ΦL ∈ Fsd0(L

n, σ′). Ïóñòü C íåêîììóòàòèâíî. Òîãäà σ′ èìååò óíèòàðíûé òèï,
åñëè σ èìååò óíèòàðíûé òèï, σ′ èìååò îðòîãîíàëüíûé èëè óíèòàðíûé òèï, åñëè σ
èìååò îðòîãîíàëüíûé òèï, è, íàêîíåö, σ′ èìååò ñèìïëåêòè÷åñêèé èëè óíèòàðíûé
òèï, åñëè σ èìååò ñèìïëåêòè÷åñêèé òèï.

Òåîðåìà 4 ôàêòè÷åñêè îáúåäèíÿåò íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ïîäãðóïï
ãðóïïû GLn(D) íàä òåëîì êâàòåðíèîíîâ D, ñîäåðæàùèõ ãðóïïó Tn íàä ïîäòåëîì
òåëà D. Â ÷àñòíîñòè, ýòà òåîðåìà âêëþ÷àåò ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ C = A ∈ Qsdr(A,P ),
ãäå P � ïîäïîëå ïîëÿ F . Åñëè ïðè ýòîì σ èìååò îðòîãîíàëüíûé òèï, òî ðåøàþùèì
äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, îáùåå äëÿ âñåõ òåë,
êîíå÷íîìåðíûõ íàä ñâîèì öåíòðîì è äîïóñêàþùèõ èíâîëþöèþ îðòîãîíàëüíîãî òèïà,
÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà òåëà A ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ σ-ñèììåòðè÷íûõ
ýëåìåíòîâ èç A. Åñëè σ èìååò ñèìïëåêòè÷åñêèé òèï, òî ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàí
íà èñïîëüçîâàíèè óæå óïîìèíàâøåãîñÿ ãîìîìîðôèçìà Äüåäîííå ñ ïîñëåäóþùåé
ðåäóêöèåé ñëó÷àÿ n = 3 ê ëèíåéíûì ãðóïïàì íàä íåêîòîðûìè ïîëÿìè, èçîìîðôíûìè
ïîäïîëÿì òåëà A. Íàêîíåö, åñëè σ � èíâîëþöèÿ âòîðîãî ðîäà (óíèòàðíîãî òèïà), òî
äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò òåîðåìó Àëáåðòà î ñòðóêòóðå òåë êâàòåðíèîíîâ, èìåþùèõ
òàêóþ èíâîëþöèþ (ñì. [25], ñòð. 210).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ ïîäãðóïï X ãðóïïû Γ, ñîäåðæàùèõ ãðóïïó Tn(C, Φ, σ),
îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

• n = 4;
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• C = K êîììóòàòèâíî;

• K * F ;

• K ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì íåêîòîðîãî ïîäïîëÿ ïîëÿ F (îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî σ = J |K);

• Φ ∈ Fsd0(K
4, J);

• M(s, ψ,X) ⊆ F ∀g(s, ψ) ∈ T (X).

Âñå ýòè óñëîâèÿ áóäóò ïðåäïîëàãàòüñÿ âûïîëíåííûìè â ôîðìóëèðîâêàõ
íèæåñëåäóþùèõ òåîðåì 5 è 7. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ñëó÷àé, äåéñòâèòåëüíî,
ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì, è ðåçóëüòàòû, âîçíèêàþùèå ïðè åãî ðàññìîòðåíèè,
ðàäèêàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ, îáúåäèíåííûõ â òåîðåìå 4, íå òîëüêî ïî
ôîðìóëèðîâêå, íî è ïî ìåòîäàì èõ ïîëó÷åíèÿ. Ñóùíîñòü ýòèõ ìåòîäîâ êîðîòêî
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Óñëîâèå M(s, ψ, X) ⊆ F ïðèâîäèò ê íåêîòîðûì óñëîâèÿì,
íàëàãàåìûì íà íàïðàâëåíèå è ôóíêöèîíàë êàæäîé òðàíñâåêöèè èç X. Äàëåå, ñðåäè
ìíîæåñòâà âñåõ òðàíñâåêöèé èç GL4(D) âûäåëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
òðàíñâåêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì óñëîâèÿì. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ âûäåëåííûì òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâîì òðàíñâåêöèé, ñîõðàíÿåò
èíâàðèàíòíûì â öåëîì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç åñòåñòâåííîãî ìîäóëÿ D4

ãðóïïû GL4(D). Äëÿ ýòîãî ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå íåêîòîðûå íàáîðû, ñîñòîÿùèå èç
ïîäïîëÿ öåíòðà òåëà D è ýëåìåíòîâ ýòîãî òåëà, ïîä÷èíåííûõ íåêîòîðûì óñëîâèÿì,
âûòåêàþùèì èç óñëîâèÿ M(s, ψ,X) ⊆ F (ýòè íàáîðû èìåíóþòñÿ D-òðîéêàìè, D-
÷åòâåðêàìè, P-÷åòâåðêàìè). Ïî êàæäîìó òàêîìó íàáîðó ñòðîèòñÿ íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû GL4(D), êîòîðàÿ, êàê ïîêàçûâàåòñÿ íà ïîñëåäíåì ýòàïå, âîçíèêàåò â êà÷åñòâå
ïðîìåæóòî÷íîé ïîäãðóïïû. Âñå ãðóïïû, ïîÿâëÿþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå îñóùåñòâëåíèÿ
ýòîé êîíñòðóêöèè, îêàçûâàþòñÿ ïîäãðóïïàìè ãðóïïû T4(A, Φ, J), ãäå A � ïîäõîäÿùèì
îáðàçîì âûáðàííîå íåêîììóòàòèâíîå ïîäòåëî òåëà D, Φ ∈ Fsd0(A

4, J). Ìíîæåñòâî
ïàðàìåòðîâ òðàíñâåêöèé ýòèõ ãðóïï ñîâïàäàåò ñ ïîäïîëåì öåíòðà òåëà A. Ñëåäóÿ
èçëîæåííîé çäåñü îáùåé ñõåìå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî ñëó÷àÿ, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
íåêîòîðûå ïîäãðóïïû ãðóïïû GL4(D) := Π.

×åðåç Ps(D,F ) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (u, v) ∈ (D \ F )2 òàêèõ, ÷òî
uv = −vu.

Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð (P, u, v) íàçîâåì D-òðîéêîé òåëà D, åñëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) P � ïîäïîëå ïîëÿ F ;

(2) (u, v) ∈ Ps(D, F ), u2, v2 ∈ P .

Åñëè (P, u, v) = F1 � D-òðîéêà òåëà D, òî ïîäãðóïïó ãðóïïû Π, ïîðîæäåííóþ êîðíåâîé
P -ïîäãðóïïîé t12(P ) è ìàòðèöàìè t21(1), t34(1), t43(1),




1 1 0 1
0 1 0 0
0 1 1 1
0 0 0 1


 ,




1 1 0 −u
0 1 0 0
0 u 1 −u2

0 0 0 1


 ,




1 1 0 −v
0 1 0 0
0 v 1 −v2

0 0 0 1


 ,

îáîçíà÷èì ÷åðåç Y (1)(F1) = Y (1). Åñëè A1 = P (u) + P (u)v, òî A1 ∈ Qsdr(D, P ).
Çàôèêñèðóåì áàçèñ B ïðîñòðàíñòâà E1 = A4

1 è ñíàáäèì E1 ôîðìîé Φ1 ∈
Fsd0(E1, J), ìàòðèöà êîòîðîé îòíîñèòåëüíî B ðàâíà diag(∆,∆), ãäå ∆ = ( 0 1

−1 0 ) . Òîãäà
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Y (1) � T4(A1, Φ1), è Y (1) èçîìîðôíà ñïèíîðíîé ãðóïïå íåêîòîðîé íåâûðîæäåííîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îò ñåìè ïåðåìåííûõ íàä P , èíäåêñ Âèòòà êîòîðîé ðàâåí 2.

Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð (P, u, v, θ) íàçîâåì D-÷åòâåðêîé òåëà D, åñëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) (P, u, v) � D-òðîéêà òåëà D;

(2) θ ∈ F \ P, θ2 ∈ P .

Åñëè (P, u, v, θ) = F0 ÿâëÿåòñÿ D-÷åòâåðêîé òåëà D, òî îïðåäåëåíà ãðóïïà Y (1)(P, u, v).
Ïîëîæèì w = uv è îáîçíà÷èì ÷åðåç Y (0)(F0) = Y (0) ïîäãðóïïó ãðóïïû Π, ïîðîæäåííóþ
ãðóïïîé Y (1)(P, u, v) è ìàòðèöåé




1 1 0 −wθ
0 1 0 0
0 wθ 1 −w2θ2

0 0 0 1


 .

Åñëè A0 = P (θ, u) + P (θ, u)v, òî A0 ∈ Qsdr(D,P (θ)) è Y (0) � T4(A0, Φ0), ãäå Φ0 ∈
Fsd0(E0, J), Φ0 = diag(∆,∆). Ãðóïïà Y (0) èçîìîðôíà ñïèíîðíîé ãðóïïå íåêîòîðîé
íåâûðîæäåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îò âîñüìè ïåðåìåííûõ íàä P , èíäåêñ Âèòòà
êîòîðîé ðàâåí 2.

Ãðóïïû Y (0) è Y (1) äàþò âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ôîðì Φ èíäåêñà 2.

Òåîðåìà 5 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíäåêñ Âèòòà ôîðìû Φ ðàâåí 2. Òîãäà X ñîäåðæèò
íîðìàëüíûé äåëèòåëü G, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ
óòâåðæäåíèé:

1) G = T4(L, Φ(L)), ãäå L ⊇ K, è L � ëèáî ïîäïîëå òåëà D, ëèáî L ∈ Qsdr(D, P ),
ãäå P � íåêîòîðîå ïîäïîëå ïîëÿ F , à ôîðìà Φ(L) ∈ Fsd0(L

4, J) ïîëó÷åíà èç Φ
ðàñøèðåíèåì ïîëÿ K äî L;

2) G ñîïðÿæåí â Π ñ ãðóïïîé Y (1)(P, u, v) èëè ñ ãðóïïîé Y (0)(P, u, v, θ), ò. å.
èçîìîðôåí ãðóïïå Spinl(P, f), ãäå P � ïîäïîëå ïîëÿ F , ñîäåðæàùåå k, l = 7
èëè l = 8, f � ïîäõîäÿùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò l ïåðåìåííûõ íàä P , èíäåêñ
Âèòòà êîòîðîé ðàâåí 2.

×òîáû ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ôîðìà Φ èìååò èíäåêñ 1, îïðåäåëèì åùå îäèí
êëàññ ïîäãðóïï ãðóïïû Π.

Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð (P, u, v, θ) áóäåì íàçûâàòü P-÷åòâåðêîé òåëà D, åñëè
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) P � ïîäïîëå ïîëÿ F ;

(2) θ ∈ F \ P, θ2 ∈ P ;

(3) (u, v) ∈ Ps(D, F ), u2 ∈ P, v2 ∈ P (θ) \ P ;

(4) òåëî A2 = P (θ, u) + P (θ, u)v ∈ Qsdr(D,P (θ)) íå ñîäåðæèò ïîäòåë èç Qsdr(D, P ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D îáëàäàåò P-÷åòâåðêîé (P, u, v, θ) = F2. Ïîíÿòíî, ÷òî òîãäà
ïîëå P (θ) � êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ íåòðèâèàëüíûé
àâòîìîðôèçì ïîëÿ P (θ) íàä P è ïîëîæèì

α3 = 2uθ((v2)σ − v2)−1, α4 = −α3v
−2(v−2)σ, νi =

1

2
αi (i = 3, 4), w = uv.
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Ïîäãðóïïó ãðóïïû Π, ïîðîæäåííóþ êîðíåâîé P -ïîäãðóïïîé t12(P ) è ìàòðèöàìè t21(1),

diag







1− ν3 1 α3

ν2
3 1− ν3 −ν3α3

−ν3 1 1 + α3


 , 1


 ,




1− ν4 1 0 α4

ν2
4 1− ν4 0 −ν4α4

0 0 1 0
−ν4 1 0 1 + α4


 ,




1 + uθ 1 α3v (v2)σα4v
u2θ2 1 + uθ uθα3v θ(v2)σα4w
−θw v 1− v2α3 −v2(v2)σα4

−(v2)σθw (v2)σv −(v2)σv2α3 1− v2(v4)σα4




îáîçíà÷èì ÷åðåç Y (2)(F2) = Y (2). Åñëè â ïðîñòðàíñòâå E2 = A4
2 çàôèêñèðîâàòü áàçèñ

B è ñíàáäèòü E2 ôîðìîé Φ2 ∈ Fsd0(E2, J), ìàòðèöà êîòîðîé îòíîñèòåëüíî B ðàâíà
diag(∆,α3, α4), òî Y (2) � T4(A2, Φ2). Ãðóïïà Y (2) èçîìîðôíà íåêîòîðîé ïîäãðóïïå
ñïèíîðíîé ãðóïïû ïîäõîäÿùåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îò âîñüìè ïåðåìåííûõ, èíäåêñ
Âèòòà êîòîðîé ðàâåí 3. Áîëåå òî÷íî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6 Äëÿ ãðóïïû Y (2) ñóùåñòâóþò:

• âî-ïåðâûõ, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q îò âîñüìè ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì P (u),
êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ëåæàò â P , à èíäåêñ Âèòòà ðàâåí 3;

• âî-âòîðûõ, ãðóïïà Z ≤ GL8(P (θ, u)) èçîìîðôíàÿ ãðóïïå Spin8(P (u), q);

• â-òðåòüèõ, J-ïîëóëèíåéíàÿ ïîëóèíâîëþöèÿ d ïðîñòðàíñòâà (P (θ, u))8,

òàêèå, ÷òî Y (2) èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ãðóïïû Z, ïîðîæäåííîé âñåìè êâàäðàòè÷íûìè
óíèïîòåíòíûìè ýëåìåíòàìè âû÷åòà 2 èç Z êîììóòèðóþùèìè ñ d.

Ãðóïïû Y (2)(P, u, v, θ), êàê âèäíî èç ñëåäóþùåé òåîðåìû, äàþò âîçìîæíîñòü
ïîëó÷èòü îïèñàíèå ïîäãðóïï ãðóïïû Π, ñîäåðæàùèõ T4(K, Φ), â ñëó÷àå, êîãäà Φ èìååò
èíäåêñ 1.

Òåîðåìà 7 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíäåêñ Âèòòà ôîðìû Φ ðàâåí 1. Òîãäà X ñîäåðæèò
íîðìàëüíûé äåëèòåëü G, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1) G òàêîé, êàê â ïï. 1), 2) òåîðåìû 5;

2) G ñîïðÿæåí â Π ñ ãðóïïîé Y (2)(P, u, v, θ), ãäå P ⊇ k.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 4 è 5 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïèñàíèå ïîäãðóïï ãðóïïû Γ =
GLn(D), ñîäåðæàùèõ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ãðóïïó.

Òåîðåìà 8 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ÷åòíî, n ≥ 4, n = 2m. Ïóñòü K � ïîäïîëå òåëà D,
ñîäåðæàùåå k. Åñëè Spn(K) ≤ X ≤ Γ, òî X ñîäåðæèò íîðìàëüíûé äåëèòåëü G, äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1) G = Spn(L), ãäå L � ïîäïîëå òåëà D, K ⊆ L;

2) G = SLn(L), ãäå L � ïîäòåëî òåëà D,L ⊇ k;

3) G = Tn(L, q0, σ), ãäå L � ïîäòåëî òåëà D,L ⊇ k, σ ∈ Inv(L), ôîðìà q0 ∈
Fsd0(L

n, σ) èìååò èíäåêñ Âèòòà m;
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4) n = 4, G èçîìîðôåí ãðóïïå Spinl(P, f), ãäå P � ïîäïîëå ïîëÿ F, k ⊆ P, l = 7 èëè
l = 8, f � íåâûðîæäåíííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò l ïåðåìåííûõ íàä P , èíäåêñ
Âèòòà êîòîðîé ðàâåí 2.

Òåîðåìà 8 åùå ðàç ïîäòâåðæäàåò âûñêàçàííîå ðàíåå ðÿäîì èññëåäîâàòåëåé
ïðåäïîëîæåíèå î íåâîçìîæíîñòè åñòåñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ àíàëîãà ñèìïëåêòè÷åñêîé
ãðóïïû íàä íåêîììóòàòèâíûì òåëîì (â äàííîì ñëó÷àå íàä òåëîì êâàòåðíèîíîâ).

Ïåðå÷èñëåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå ãëàâ 2, 3 äèññåðòàöèè.
Ãëàâà 4 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà íåïîñðåäñòâåííîìó èçó÷åíèþ ïîäãðóïï ãðóïïû
Γ = GLn(D) íàä òåëîì êâàòåðíèîíîâ D, ñîäåðæàùèõ êîðíåâóþ k-ïîäãðóïïó. Äëÿ
ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíîå òåëî, m,n � öåëûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî n ≥ 3, 1 < m ≤ n.
Ïîäãðóïïó ãðóïïû GLn(C) áóäåì íàçûâàòü m-ìåðíîé, åñëè ýòà ïîäãðóïïà ñîïðÿæåíà
â GLn(C) ñ ïîäãðóïïîé âèäà diag(H, 1, . . . , 1), ãäå H � íåïðèâîäèìàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû GLm(C). Ëèíåéíûå ãðóïïû, ïîðîæäåííûå òðàíñâåêöèÿìè áóäóò èìåíîâàòüñÿ
T -ãðóïïàìè.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ÷åòâåðòîé ãëàâû � îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ ïîäãðóïï ãðóïïû
Γ, ñîäåðæàùèõ êîðíåâóþ k-ïîäãðóïïó. Êîíå÷íî, â õîäå òàêîãî îïèñàíèÿ âîçíèêàþò
âñå ãðóïïû, ïåðå÷èñëåííûå â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ. Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ýòèõ ãðóïï
íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ. Áîëåå òî÷íî, ýòèõ ãðóïï íå õâàòàåò
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñëó÷àÿ n = 4. ×òîáû èìåòü â ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè çàïàñ ãðóïï,
äîñòàòî÷íûé äëÿ èçó÷åíèÿ ãðóïï ñòåïåíè 4, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå åùå îäíî ñåìåéñòâî
ïîäãðóïï ãðóïïû Π = GL4(D).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü (P, r, b, u, v) ÿâëÿåòñÿ D-ïÿòåðêîé
òåëà D, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) P � ïîäïîëå ïîëÿ F ;

(2) r, b, u, v � ýëåìåíòû èç D òàêèå, ÷òî r ∈ P, b ∈ F, (u, v) ∈ Ps(D, F ), u2, b2u2 +
v2, b + 2rv−2 ∈ P ;

(3) [P (b) : P ] = 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D îáëàäàåò D-ïÿòåðêîé F = (P, r, b, u, v), è ïóñòü α = 2ru, p =
bu+v, q = 2p+αv−2, ν = 1

2
α. Ïîäãðóïïó ãðóïïû Π, ïîðîæäåííóþ êîðíåâîé P -ïîäãðóïïîé

t12(P ) è ìàòðèöàìè

t21(1), diag







1− ν 1 α
ν2 1− ν −να
−ν 1 1 + α


 , 1


 ,




1 + p 1 αv−1 1
p2 1 + p pαv−1 p

v−1p v−1 1− v−2α v−1

−qp −q −qαv−1 1− q


 ,

îáîçíà÷èì ÷åðåç Y (F) = Y . Ïóñòü A = P (b, u)+P (b, u)v. Òîãäà A ∈ Qdsr(D,P (b)). Åñëè
çàôèêñèðîâàòü â E = A4 áàçèñ B è ñíàáäèòü E ôîðìîé Φ ∈ Fsd0(E, J), ìàòðèöà êîòîðîé
îòíîñèòåëüíî áàçèñà B ðàâíà diag(∆, α, q−1), òî Y � T4(A, Φ). Ãëàâíîé òðóäíîñòüþ
çäåñü ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî Y � ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû T4(A, Φ).
Ìåòîä ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â îïèñàíèè îðáèò ãðóïïû Y ïðè åå äåéñòâèè
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íà åñòåñòâåííîì ìîäóëå A4. Äëÿ ýòîãî âûáèðàåòñÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ãðóïïû Y ,
ñîñòîÿùàÿ èç ìàòðèö, âõîäÿùèõ â ïîäãðóïïû, ñîïðÿæåííûå ñ ãðóïïîé

diag







1 fJc a
0 1 f
0 0 1


 , 1


 ,

ãäå c ∈ A � ôèêñèðîâàííûé J-êîñîñèììåòðè÷íûé ýëåìåíò, f ïðîáåãàåò A, è a � òàêîé
ýëåìåíò èç A, ÷òî äëÿ ëþáîãî äàííîãî f ∈ A a − aJ = fJcf (èñõîäíàÿ ñèñòåìà
îáðàçóþùèõ, ñîñòîÿùàÿ èç òðàíñâåêöèé, ÷åðåç êîòîðóþ Y îïðåäåëÿåòñÿ, íå ãîäèòñÿ,
ïîñêîëüêó ïðèâîäèò ê ÷ðåçâû÷àéíî áîëüøèì âû÷èñëåíèÿì).

Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîé íèæå òåîðåìå 11 íåîáõîäèìûì ýòàïîì êëàññèôèêàöèè
íåïðèâîäèìûõ ïîäãðóïï ãðóïïû Π, ñîäåðæàùèõ êîðíåâóþ k-ïîäãðóïïó, ÿâëÿåòñÿ
îïèñàíèå íàäãðóïï â Π ãðóïïû diag(T3(K, Φ0), 1), ãäå K � ïîäïîëå òåëà D, äîïóñêàþùåå
èíâîëþòèâíûé àâòîìîðôèçì σ, è Φ0 ∈ Fsd0(K

3, σ). Ýòî îïèñàíèå äàåòñÿ ñëåäóþùåé
òåîðåìîé.

Òåîðåìà 9 Ïóñòü K � ïîäïîëå òåëà D, σ ∈ Inv(K), Φ0 ∈ Fsd0(K
3, σ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäïîëå K0 ïîëÿ K, ñîñòîÿùåå èç âñåõ σ-ñèììåòðè÷íûõ
ýëåìåíòîâ ïîëÿ K, ñîäåðæèò k. Çàôèêcèðóåì íåíóëåâîé σ-êîñîñèììåòðè÷íûé
ýëåìåíò u ∈ K, è ïóñòü r � ýëåìåíò èç K0 òàêîé, ÷òî Φ0(x, x) = ζσ

1 ζ2−ζσ
2 ζ1+2ζσ

3 ruζ3

äëÿ âñåõ x = (ζ1, ζ2, ζ3) ∈ K3. Åñëè diag(T3(K, Φ0), 1) ≤ X ≤ GL4(D) := Π è X �
íåïðèâîäèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Π, òî X ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó G äëÿ
êîòîðîé âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(1) yGy−1 = SL4(L), ãäå y = diag(13, λ) ∈ Π, L � ïîäòåëî òåëà D;

(2) yGy−1 = T4(L, Φ, σ′), ãäå y = diag(13, λ) ∈ Π, L � ïîäòåëî òåëà D, σ′ ∈
Inv(L), Φ ∈ Fsd0(L

4, σ′);

(3) σ = J |K, G ∼= Spinm(P, f) ãäå P � ïîäïîëå ïîëÿ F, m = 7 èëè m = 8, f �
íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò m ïåðåìåííûõ íàä P , èíäåêñ Âèòòà
êîòîðîé ðàâåí 2;

(4) σ = J |K, ñóùåñòâóþò ïîäïîëÿ P, P0 ïîëÿ F òàêèå, ÷òî P0 ⊂ P, [P :
P0] = 2, G èçîìîðôíà ïîäãðóïïå Z0 íåêîòîðîé ãðóïïû Z ≤ GL8(K(P )),
èçîìîðôíîé ñïèíîðíîé ãðóïïå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îò âîñüìè ïåðåìåííûõ íàä
ïîëåì Q = K(P0), êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ëåæàò â P0, èíäåêñ Âèòòà ðàâåí 3, è
Z0 ïîðîæäàåòñÿ âñåìè êâàäðàòè÷íûìè óíèïîòåíòíûìè ýëåìåíòàìè âû÷åòà
2 èç Z, êîììóòèðóþùèìè ñ ïîäõîäÿùåé J-ïîëóëèíåéíîé ïîëóèíâîëþöèåé
ïðîñòðàíñòâà (K(P ))8;

(5) σ = J |K, ñóùåñòâóþò ïîäïîëå P ïîëÿ F , ýëåìåíòû b, v ∈ D è ìàòðèöà y =
diag(13, λ) ∈ Π òàêèå, ÷òî F = (P, r, b, u, v) � D-ïÿòåðêà òåëà D, è yGy−1 =
Y (F).

Îòìåòèì, ÷òî â äèññåðòàöèè ñòðîèòñÿ ïðèìåð òåëà êâàòåðíèîíîâ, îáëàäàþùåãî D-
ïÿòåðêîé, à òàêæå ïðèìåð òåëà êâàòåðíèîíîâ, íå èìåþùåãî D-ïÿòåðêè. Òàêèì îáðàçîì,
ñ ó÷åòîì òåîðåìû 9 ïîíÿòèå òåëà êâàòåðíèîíîâ, îáëàäàþùåãî D-ïÿòåðêîé ÿâëÿåòñÿ
ñîäåðæàòåëüíûì è ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ êàê ïðåäìåò ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ.

Îáîçíà÷èì, äàëåå, ÷åðåç Mn(D, k) ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ñëåäóþùèõ ïîäãðóïï
ãðóïïû Γ = GLn(D):
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SLn(L), ãäå L � ïîäòåëî òåëà D, k ⊆ L;
Tn(L, Φ, σ), ãäå L � ïîäòåëî òåëà D, k ⊆ L, σ ∈ Inv(L), Φ ∈ Fsd(Ln, σ);
Spn(L), ãäå L � ïîäïîëå òåëà D, k ⊆ L (n ÷åòíî);
Y (1)(P, u, v), ãäå (P, u, v) � D-òðîéêà òåëà D, òàêàÿ, ÷òî P ⊇ k (n = 4);
Y (0)(P, u, v, θ), ãäå (P, u, v, θ) � D-÷åòâåðêà òåëà D, òàêàÿ, ÷òî P ⊇ k (n = 4);
Y (2)(P, u, v, θ), ãäå (P, u, v, θ) � P-÷åòâåðêà òåëà D, òàêàÿ, ÷òî P ⊇ k (n = 4);
Y (P, r, b, u, v), ãäå (P, r, b, u, v) � D-ïÿòåðêà òåëà D, òàêàÿ, ÷òî P ⊇ k (n = 4).

Êóëüìèíàöèåé òðåòüåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 10 Ïóñòü n � öåëîå ÷èñëî, n ≥ 2. Åñëè G � íåïðèâîäèìàÿ T -ïîäãðóïïà
ãðóïïû Γ, ñîäåðæàùàÿ êîðíåâóþ k-ïîäãðóïïó, òî G ñîïðÿæåíà â Γ ñ ãðóïïîé èç
Mn(D, k).

Òåîðåìà 10 â ñî÷åòàíèè ñ òåîðåìîé Êëèôôîðäà (ñì. [14]) ïðèâîäèò ê
îïèñàíèþ ïðîèçâîëüíûõ (íå îáÿçàòåëüíî ïîðîæäåííûõ òðàíñâåêöèÿìè) íåïðèâîäèìûõ
ïîäãðóïï ãðóïïû Γ, ñîäåðæàùèõ êîðíåâóþ k-ïîäãðóïïó, à çàòåì ê îïèñàíèþ
âïîëíå ïðèâîäèìûõ ïîäãðóïï ãðóïïû Γ, ñîäåðæàùèõ êîðíåâóþ k-ïîäãðóïïó. Âåñüìà
âàæíûì, õîòÿ è âñïîìîãàòåëüíûì, èíñòðóìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 10 ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îáîáùåíèå òåîðåìû 2.5 [12] íà ñëó÷àé
íåêîììóòàòèâíûõ òåë.

Òåîðåìà 11 Ïóñòü n � öåëîå ÷èñëî, n ≥ 3, C � ïðîèçâîëüíîå (àññîöèàòèâíîå) òåëî
õàðàêòåðèñòèêè 6= 2, k � ïîäïîëå öåíòðà òåëà C òàêîå, ÷òî C àëãåáðàè÷íî íàä
k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G � íåïðèâîäèìàÿ T -ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(C), ñîäåðæàùàÿ
êîðíåâóþ k-ïîäãðóïïó. Òîãäà G ñîäåðæèò T -ïîäãðóïïó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò êîðíåâóþ
k-ïîäãðóïïó è ÿâëÿåòñÿ ëèáî (n− 1)-ìåðíîé, ëèáî (n− 2)-ìåðíîé.

Òåîðåìà 11 äàåò âîçìîæíîñòü ïðèäàòü äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 10 äî íåêîòîðîé ñòåïåíè
èíäóêòèâíûé õàðàêòåð è ðàçáèòü ýòî äîêàçàòåëüñòâî íà ðÿä ýòàïîâ, êîòîðûå ñîñòîÿò â
äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùèõ òåîðåì 12�14.

Òåîðåìà 12 Ïóñòü n ≥ 3, H0 ∈ Mn−1(D, k). Åñëè G � íåïðèâîäèìàÿ T -ïîäãðóïïà
ãðóïïû Γ, ñîäåðæàùàÿ ïîäãðóïïó diag(H0, 1), òî yGy−1 ∈ Mn(D, k) äëÿ íåêîòîðîé
ìàòðèöû y = diag(1n−1, λ) ∈ Γ.

Ïóñòü, äàëåå, n ≥ 4, H0 ∈ Mn−2(D, k), è G � íåïðèâîäèìàÿ T -ïîäãðóïïà ãðóïïû Γ,
ñîäåðæàùàÿ ïîäãðóïïó diag(H0, 12).

Òåîðåìà 13 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H0 íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Spn−2(k0), ãäå k0 � ïîäïîëå
òåëà D, ñîäåðæàùåå k. Òîãäà G ñîäåðæèò (n− 1)-ìåðíóþ T -ïîäãðóïïó.

Òåîðåìà 14 Ïóñòü n ÷åòíî, H0 = Spn−2(k). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G íå ñîäåðæèò
(n − 1)-ìåðíûõ T -ïîäãðóïï. Òîãäà yGy−1 = Spn(P ), ãäå y = diag(1n−2, y

′) ∈ Γ (y′ ∈
GL2(D)), P � ïîäïîëå òåëà D, ñîäåðæàùåå k.

Ïóñòü òåïåðü ïîëå K ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ñâîåãî ïîäïîëÿ
k õàðàêòåðèñòèêè 6= 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k 6= GF (3). Ïîñëåäíÿÿ, ïÿòàÿ ãëàâà
äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà íåêîòîðûì ïîäãðóïïàì ãðóïïû GLn(K) := Λ, ãäå n >
4, ñîäåðæàùèì êâàäðàòè÷íóþ óíèïîòåíòíóþ k-ïîäãðóïïó âû÷åòà 2. Íàèáîëüøèé
èíòåðåñ ýòè ãðóïïû ïðåäñòàâëÿþò â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè íå ñîäåðæàò òðàíñâåêöèé.
Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ïðèìåðîì òàêîé ãðóïïû, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà Ωn(k, Q) �
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êîììóòàíò îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q íàä ïîëåì k, èíäåêñ Âèòòà
êîòîðîé íå ìåíüøå 2. Â ñâÿçè ñ èçâåñòíîé ïðîáëåìîé îïèñàíèÿ ïîäãðóïï ãðóïïû
Λ, ñîäåðæàùåé îäíó èç êëàññè÷åñêèõ ãðóïï, åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à îïèñàíèÿ
íàäãðóïï â Λ ãðóïïû Ωn(k,Q). Ðàíåå àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà äëÿ ãðóïï
SLn(k), Tn(k, Φ) (ïîëå k èìååò èíâîëþòèâíûé àâòîìîðôèçì σ, σ-êîñîýðìèòîâà ôîðìà
Φ èìååò íåíóëåâîé èíäåêñ Âèòòà), Spn(k) (n ≥ 4, n ÷åòíî). Âñå ïåðå÷èñëåííûå
ãðóïïû ïîðîæäàþòñÿ ñîäåðæàùèìèñÿ â íèõ êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè. Ïîýòîìó ìåòîäû,
èñïîëüçîâàííûå äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è â ñëó÷àå ýòèõ ãðóïï, íå ìîãóò
áûòü ïðèìåíåíû ê ñëó÷àþ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ Ωn(k, Q). Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ â äèññåðòàöèè ñîçäàíà òåõíèêà îáðàùåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íûìè óíèïîòåíòíûìè
ýëåìåíòàìè âû÷åòà 2. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàëè÷èå â ìíîãèõ âàæíûõ ìàòðè÷íûõ
ãðóïïàõ êâàäðàòè÷íûõ óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ âû÷åòà 2 èñïîëüçîâàëîñü ðàíåå ðÿäîì
àâòîðîâ ([17], [28], [37]), íî ïðè âåñüìà ñèëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Ïðåäïîëàãàëîñü,
íàïðèìåð, ÷òî îñíîâíîå ïîëå êîíå÷íî èëè, ÷òî âñå èçó÷àåìûå ãðóïïû ñîäåðæàòñÿ â
íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïå. Ñîçäàííàÿ â äèññåðòàöèè òåõíèêà
ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòû, ñâîáîäíûå îò ýòèõ è ïîäîáíûõ èì îãðàíè÷åíèé. Òàê, â
äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàäðàòè÷íûå óíèïîòåíòíûå ýëåìåíòû âû÷åòà 2, çàðàíåå
íå ñâÿçàííûå ñ íåêîòîðîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé, ò. å., áîëåå îáùî, êîðíåâûå ýëåìåíòû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì ëèåâûì òèïàì. Íà îñíîâå
ýòîé, âíîâü ñîçäàííîé òåõíèêè, ïðåæäå âñåãî, âûÿñíÿåòñÿ òî, êàêèìè ìîãóò áûòü
ëèíåéíûå ãðóïïû, ïîðîæäåííûå äâóìÿ êâàäðàòè÷íûìè óíèïîòåíòíûìè k-ïîäãðóïïàìè
âû÷åòà 2.

Òåîðåìà 15 Ïóñòü X � ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(K), ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ
êâàäðàòè÷íûìè óíèïîòåíòíûìè k-ïîäãðóïïàìè âû÷åòà 2 ãðóïïû Λ. Åñëè X íå
ñîäåðæèò òðàíñâåêöèé, òî äëÿ íåå èìååò ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé:

(1) X àáåëåâà;

(2) X èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ãðóïïû SL3(k), ñîñòîÿùåé èç âñåõ âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ
ìàòðèö, âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîòîðûõ ðàâíû 1;

(3) X èçîìîðôíà ãðóïïå SL2(L) íàä ïîëåì L, êîòîðîå ëèáî çàêëþ÷åíî ìåæäó k è K,
ëèáî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ïîëå, ÿâëÿþùåìñÿ êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì
ïîëÿ K.

Åñëè X ñîäåðæèò òðàíñâåêöèþ, òî X ñîäåðæèò òàêæå íåêîòîðóþ êîðíåâóþ k-
ïîäãðóïïó.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèìûêàåò ê óòâåðæäåíèÿì èç ðàáîòû Í. À. Âàâèëîâà [3]. Çàìåòèì,
âïðî÷åì, ÷òî â òåîðåìå 15 ðå÷ü èäåò î ïîäãðóïïàõ ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû GLn(K),
ïîðîæäåííûõ äëèííûìè êîðíåâûìè k-ïîäãðóïïàìè, ãäå k ìîæåò è íå ñîâïàäàòü ñ
K, â òî âðåìÿ êàê â [3] ðàâåíñòâî K = k ïðåäïîëàãàåòñÿ çàâåäîìî âûïîëíåííûì.
Èñïîëüçóÿ íàéäåííóþ ñòðóêòóðó ëèíåéíûõ ãðóïï, ïîðîæäåííûõ äâóìÿ êâàäðàòè÷íûìè
óíèïîòåíòíûìè k-ïîäãðóïïàìè âû÷åòà 2, ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå îïèñàíèå ïîäãðóïï
ãðóïïû Λ, ñîäåðæàùèõ ãðóïïó Ωn(K, Q).

Òåîðåìà 16 Åñëè n > 4, òî âñÿêàÿ íå ñîäåðæàùàÿ òðàíñâåêöèé ïîäãðóïïà
ãðóïïû GLn(K), ñîäåðæàùàÿ ïîäãðóïïó Ωn(k, Q), âêëþ÷àåò â ñåáÿ â êà÷åñòâå
íîðìàëüíîãî äåëèòåëÿ ãðóïïó Ωn(L,QL), ãäå L � ïîäïîëå ïîëÿ K, ñîäåðæàùåå k, QL

� êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò n ïåðåìåííûõ, ïîëó÷åííàÿ èç Q ðàñøèðåíèåì ïîëÿ k äî L.

17



Ñõîäíûå ðåçóëüòàòû, îäíàêî çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé îáùíîñòè, áûëè ïîëó÷åíû Î.
Êèíãîì [27] è Ëè Øàíüæè [29], [31]. Òàê, â [27] áûëà äîêàçàíà ìàêñèìàëüíîñòü â ãðóïïå
SLn(K) ãðóïïû îðòîãîíàëüíûõ ïîäîáèé GOn(K, Q) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èíäåêñ Âèòòà
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q îòëè÷åí îò íóëÿ. Â [29] è [31] ïðîâîäèòñÿ îïèñàíèå ãðóïï,
çàêëþ÷åííûõ ìåæäó Ωn(K, Q) è SLn(K), ïðè òîì æå îãðàíè÷åíèè íà èíäåêñ ôîðìû
Q. Èç òåîðåìû 16, ó÷èòûâàÿ óïîìèíàâøååñÿ âûøå îïèñàíèå ïîäãðóïï ãðóïïû Λ,
ñîäåðæàùèõ êîðíåâóþ k-ïîäãðóïïó ãðóïïû Λ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 17 Åñëè Ωn(k, Q) ≤ G ≤ Λ è n > 4, òî G ñîäåðæèò â
êà÷åñòâå íîðìàëüíîãî äåëèòåëÿ ãðóïïó, ñîïðÿæåííóþ â Λ ñ îäíîé èç ãðóïï
Spn(L), Tn(L, Φ), Ωn(L,QL), SLn(L), ãäå L � ïîäïîëå ïîëÿ K, ñîäåðæàùåå k.
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